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INTENTO
Quando a Keplero domandavano come poteva reggere la sua teoria dei
corpi che si muovono secondo ellissi e non con moto circolare, la
sua risposta era semplice e coerente:
«La mia dimostrazione & consona ai risultati empirici della loro
distanza: se qualcuno pudo dimostrare questo in modo diverso lo
dimostri».
La soluzione di Keplero era «inossidabile»: i pianeti avevano
distanze ellittiche (il paragone era sempre riferito al Sole ed a
un Pianeta) e il Sole poteva occupare soltanto un fuoco di tale
conica fino a prova contraria.
Newton fu la prima prova contraria con la sua tesi di una Forza
Gravitazionale Universale che governa il moto dei Corpi Celesti.
Apparentemente non mise in discussione la teoria di K., perché
basata su risultati fisici, ma certo non li appoggid anzi progredil
nella sua teoria di una forza universale, la cul gravita teneva
unite in modo logico le masse.
A logica, il concetto della gravita contrasta con un moto
ellittico, dove due masse, di valore fisso, una volta sono vicine
e una volta lontane tra loro; come se la gravita potesse essere
piu forte a destra (sic) che a sinistra o viceversa.
Newton da vero matematico prosegul sulla sua indagine conoscitiva,
dimostrando la validita della Teoria Gravitazionale, prescindendo
dalla incongruenze di K. di un Sole nel fuoco di una ellisse.
In realta Keplero da la soluzione semplicemente interpretando i
dati ma & Newton che ne indica il percorso: entrambi avevano
ragione, ciascuno per la sua parte.

Nel sistema Pianeta-Sole il modulo della Forza fu espresso:

mM
F="—
d2

dove m e M sono le masse G la costante gravitazionale (d)
rappresenta la distanza: diciamo che d € la parte equivoca del
sistema essendo essa raggio di ellisse per Keplero e raggio di
circonferenza per Newton.

A nessuno € mai venuto in mente che entrambi avessero ragione: ma
un teorema di geometria 1li mette d’accordo entrambi.

«Un punto che si muove secondo una circonferenza di centro C.M.
(Centro di Massa) rispetto a qualunque altro punto (che possiamo
supporre fermo, ma questo non inficia il problema) ha distanza
ellittica.»

Facciamo un esempio pragmatico ed esemplificativo:

prendo 11 sole all’equatore; la traiettoria che traccio o
rivoluzione, €& una circonferenza il cui centro & il centro della
sfera (geosfera); rispetto al polo nord la mia distanza é
costante, deduco quindi che mi muovo rispetto al polo secondo una
distanza fissa, presumo una circonferenza:

NO! in realta mi muovo ancora secondo la circonferenza equatoriale
con distanza costante rispetto al polo nord, cioé secondo una
presunta circonferenza datami solo dalla distanza non da una
traccia o curva di circonferenza che non esiste.

Se poi, come punto fermo prendo un punto, non sulla retta
PoloNord-Centro, ma fuori della sfera, avrdo una distanza conica,

a)



che & quella della ellisse. Anche questa volta la mia traiettoria
non e cambiata (e questa e la tesi di Newton) e sempre circolare
ma le distanze del nuovo Punto hanno distanze ellittiche (Keplero).

“IL TEOREMA” in questione dimostrando questo e altro ancora, € un
teorema fondamentale che da la giusta legge al Moto dell’Universo:
I CORPI RUOTANO SECONDO CIRCONFERENZE con distanze ellittiche uno
dall’altro; e da questo fondamentale teorema che deduco (dimostro)
che ogni ellisse pud essere rappresentata da una circonferenza il
cul perimetro e lo stesso dell’ellisse; che la velocita angolare
della circonferenza e doppia di quella della ellisse; che la
velocita media della circonferenza €& uguale a quella dell’ellisse,
ma non 1 suoil archi e che pertanto 1’Afelio e il Perielio, nella
ellisse, hanno velocita diverse; e infine che tutti i corpi si
comportano allo stesso modo rispetto a qualunque Punto (= Stella).

Un'altra considerazione importante: Albert Einstein ha spiegato
che la massa di un corpo provoca una curvatura nello spazio-tempo,
tale che un Corpo piu piccolo tende a ruotare intorno al corpo piu
grande fino a collidere oppure a sfuggire ad esso; la Geometria
Parametrica, come vedremo avanti, ne da una dimostrazione
geometrica proprio mediante le “Cicloidi di Vag”.

M. Vaglieco



CAP.I L’OROLOGIO DI TYCHO BRAHE

MN: Angoio B = 392,73° = 0" = NUOVO INIZIO
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Tycho Brahe osservando un orologio gli venne fantasia di usarlo
come modello per il moto astronomico. Penso, in un sistema, di far
girare le lancette dell’orologio, con moto antiorario, e di
calcolare 1’ora non dalla posizione nel quadrante (orel,ore2,

., orel2) ma, ogni volta, dall’allineamento delle lancette.
PensO di calcolare la distanza tra l’estremo della lancetta (R)
dei minuti e il suo punto estremo (MN) e la lancetta delle ore (r)
e 11 suo punto estremo (OR): indicati nella Fig.3 con R=0-MN in
nero e r=0-CR in rosso.

A
b3

Per avere sempre le stesse condizioni di partenza (cioe
1"allineamento) il punto MN, dopo un giro di 360°, si deve
riallineare con OR, che nel frattempo si & mosso non di 30°
(portandosi a Orel della Fig.) ma di o°=32,7272° (per effetto di
Achille e la Tartaruga) percorrendo in tutto
R=360°+32,727272°=392,7272° come indicatol.

Ma 1l’"angolo totale tra le due lancette, ha sempre valore E=B°-ﬂx°=
(392,7272-32,7272=360°), e fornisce tutti i valori compresi tra
0°a 360° della distanza dei due estremi OR e MN come p=(OR-MN), e

gquindi applicando il Teorema dei coseni o di Carnot alle lancette
otteniamo:

p=(0R—MN)=+R2+7r2—2R7 coSE
Ticho provdo a dare alle lancette i valori R=227,9 e r=21,2 dedotte
dal Pianeta Marte con (R+r)=Afelio=249,1 e (R-r)=Perielio=206,7 e
ottenne la Tabella che vediamo a seguire:

1 32,7272x11=359,992 anziché 30x12=360° dif. 0,0008
392,7272X11=4319,992 " 360X12=4320 " 0,0008



Con suo grande stupore si accorse che 1 valori p della prima
colonna erano del tutto uguali a quelli delle distanze tra il
OR=Sole e MN=Marte, da lui calcolate.

Analogamente provo con i valori (R=149,6,; r=2,5; R+r=152,1; R-
r=147,1) e la seconda colonna di p diede 1 valori delle distanze
Sole-Terra e questo risultato lo ottenne anche per le distanze di
qualunque Sole-Pianeta, per i relativi valori di R e r di ciascun
Pianeta: esempio Venere R=108,2 e r=0,8; Mercurio R=57,8 e
r=11, 90 eccetera...

E° p = Marte p= Terra p = Venere p=Mercurio

0°  206,7 147,1 107, 4 45,9 R-r = Perielio
10° 207,05 147,14 107,42 46,12

20°  208,1 147,25 107,44 46,79

40°  212,1 147,69 107,80 49,28

60° 218,07 148,37 108,61 52,86

00° 228,88 149,62 108,20 59,01 JRZ+r2
110° 235,39 150,47 108,48 62,87

120° 239,21 150,87 108,61 64,57

140° 244,52 151,52 108,81 67,35

160° 247,93 151, 95 108,95 69,10

180° 249,1 152, 1 103,00 69,7 R+r = Afelio
270° 228,88 149,62 108,20 59,01 JRZ 12
360° 206,7 147,1 107,4 45,9 R-r = Perielio

Nella spiegazione di Fig.3 abbiamo indicato che il conteggio per 1la
nuova partenza ricomincia quando 1 raggi delle due circonferenze
coincidono e per tale ragione il raggio della lancetta dei minuti
percorre un arco maggiore di 360° (360°+32,72=392,72). Il valore
32,72 & la «Longitudine al Perielio»; ma nel nuovo calcolo in tabella
e un valore proprio di ciascun Pianeta e indica il numero di gradi
occorrenti per riottenere 1’allineamento tra un Pianeta (MN) con il
Sole (OR); tale sfasamento (minimo) & dovuto al moto del Sole e non
influenza la distanza di riallineamento tra Pianeta (MN) e Sole (OR)
sempre compresa in 360°.



Nella letteratura questo valore & sommato all’asse minore
dell’ellisse di un Pianeta per rimetterlo in linea di partenza con
il Sole, wvedi:

AP010 CAP.I LONGITUDINE ELLISSE

Come era possibile?
Ticho Brahe non risolse il quesito.

Il resto e storia: il brillante Keplero dai dati di p, della prima
colonna (quella di Marte), giustamente interpretd che i Pianeti si
muovevano intorno al Sole secondo raggi di Ellisse.
Ando oltre, e ci lascido in eredita la figura di una ellisse come
moto di un Pianeta, e come conseguenza il Sole posto nel Fuoco di
tale ellisse.
Ma ora, con l’esempio dell’orologio dove e l’ellisse di Marte o
della Terra, rispetto al Centro di Massa di ciascun Pianeta?
Una soluzione ci e data dalla dimostrazione di un Teorema di
Geometria, che utilizzando la distanza Massima e Minima di ciascun
Pianeta dal Sole o da un gqualunque altro Pianeta, fornisce i
valori di R e r: nel caso particolare del Sole e un Pianeta, come
abbiamo visto sopra abbiamo:

(R+r)=Afelio (R-r)=Perielio
La lettura del Teorema indicato, da anche la dimostrazione algebrica
di un sistema di primo grado a due incognite e anche la soluzione
del Teorema dei Coseni o di Carnot i cuil punti estremi dei due
segmenti (R, r) wvalgono giustappunto un raggio di ellisse di semi
assi a e b, per (R+tr)=a e (R-r)=b:
p?=R*+7r?2—2Rrcosa = (R +1)? cos(g) + (R —1)? cos(g)

E’ da notare che nell’esempio ispirato dal moto dell’orologio, si e
fatto una suddivisione a dodici ore, mentre nella realta, essa e di
24 ore (cioe un giorno); tale arbitraria suddivisione non altera il
valore della dimostrazione. Infatti nella tabella delle distanze dei
Pianeti mostrata, dqueste sono esatte, perché 1la suddivisione
temporale a 12 o 24 partizioni si riferisce sempre entro 1l’unico
valore di 360°. Nella partizione a 24 cambia solo la longitudine al
Perielio che da 32,72° diventa 16,36°, cioé una maggiore suddivisione
di 360°.

Nel successivo CAP.II diamo la spiegazione geometrica di quanto
detto!

M.Vaglieco

VAI SOMMARIO
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CAP.II IL TEOREMA DEI PIANETI COME DISTANZA DI DUE PUNTI

Ecco 1’enunciato del Teorema dei Pianeti, fondamentale per il moto
Astronomico, (per la dimostrazione vedi APPEND.1 e 2 e 25):

“Data una circonferenza ed un qualunque punto-fisso nello spazio,
che non appartenga alla perpendicolare al centro di tale
circonferenza, la sua distanza dai punti della circonferenza é un
vettore di Ellisse, la traiettoria (solo apparente) di una Ellisse
e il punto-fisso il suo centro."

Il Teorema, puramente geometrico, stabilisce una corrispondenza
biunivoca tra Ellisse e Circonferenza e viceversa, che giustifica
appieno la Legge del Moto Astronomico dei Pianeti e la sua
dimostrazione matematica non abbisogna di alcuna spiegazione.

Volendo procedere in modo analogo a quanto detto nel CAP.I

L’ OROLOGIO DI TYCO BRAHE analizziamo il comportamento di due punti
A e B, con una spiegazione algebrica, partendo dalla loro
distanza; vedi NOTAZ.

Per FIG.Al FIG.2A i relativi applet:

APO23 CAP.II DISTANZA DI DUE PUNTI FIG.1lA

MUOVERE i punti A e B.
ANGOLI: diRer: (aa— ag) = a = 30.25"; Ellittici : (7 e n).
AB = R cos(/? — ap) — recos(3 — ag) = 3.97
CD = Rcos(n — ap) + rcos(y — ag) = 9.38

che sviluppati danno
AB; = /(R* + r* ~ 2Rrcon{a}) = 3.97 = come distanza di due punts

CD; = IRY + ¢ + 2Rrcoslar)) = 9.38 = come distanza di due punt
AB, \ (R - 1)cos(a,/2) « (R + ¢)sin(0/2)) = 397, come Raggio di Ellisse
CDy = /(R = rYcos?(0/2) + (R - rfsin®(n /2) = 9.38; come Raggio di Ellisse

AD = JCD* + R - 2 COR cos(y — ap) = 3.25, come dstanza & due punti

FIG1A

Nello spazio siano due punti A e B di distanza AB noti. Scegliamo
un punto gqualsivoglia C e nel piano determinato da questi tre
punti, prendiamo in considerazione una retta qualunque tra le
infinite passanti per i1l punto C su quel piano; guindi una retta
perpendicolare a tale retta in C, con cui creo un riferimento
Cartesiano ortogonale come in figura 1A.

2 gui in APPEND.25 dimostrazione.



In tale riferimento con R #71r qualungque sia il valore di (R) e (r),
tali segmenti, sono solo funzione degli angoli (agqeag) con
|a¢y — ag|l =a costante, da cui otteniamo le formule come indicate
nella figura: il valore della distanza AB dato come risultato del
“Teorema del coseno” in ABz e come equazione d’ellisse in AB3;
infatti in quest’ultima ipotesi le due distanze AB e CD, sviluppate
diventano equazioni d’ellisse per (R-r)=m=asse-minore e
(R+tr)=g=asse-maggiore; dunque la distanza di due punti AB e CD:
AB = Rcos(B + a,) —rcos(B + ag) = 3.97
CD = Rcos(n + ay) +rcos(n + ag) = 9.38
pud sempre essere espressa come equazione parametrica di una
ellisse:

AB, = \/(R - r)’cos’(a/2) + (R + r)’sin?(a/2)) = 3.97: come Raggio di Ellisse

CD; - \,"’(R ¢ r)%cos?(a/2) + (R — r)’sin®(a/2) = 9.38; come Raggio di Ellisse

Si noti che nella distanza ellittica la distanza focale e
c?2=q%>—m? =4Rr.

R b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b4

Con il programma: “AP025 CAP.II DISTANZA TRA PIANETI E SATELLITI
FIG.2A”, desunto dal precedente programma visto, analizziamo le
distanze tra un Pianeta Maggiore (es.Sole) e un Pianeta Minore
(es.Terra) e un Satellite (Pianeta) di questo (es.Luna), e il loro

moto: sempre dal punto di vista geometrico.

“..-L_OSmQMernda

..............
.............
an®

I )
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! e
TRAIETTQRIA Punto Massa Pianeth 3 U -
A ¢ | ° -

P | ,Distanza di Cicloide

|
L
Vi 3 <
(T 5
@ D=Punto MASSA Pijneta Maggiore

Raggmﬁ\é F\‘;aggxo di Eil‘1~§sé
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/

8o = 48.34°
-~ RaggioAD

A=Centro Massa Pianeta Min
FIG.2A
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Consideriamo i1 moto circolare (traiettoria) del PuntoMassaPianeta
Minore determinato dal valore a,, dato dal moto del RaggioAB,
rispetto al RaggioAD del PuntoMassaPianeta Maggiore, considerato
fisso: abbiamo che le distanze in rosso a linee tratteggiate,
rappresentano una il raggio tra Pianeta Maggiore e Pianeta Minore;
1’altra a puntini rossi, & il corrispettivo raggio di ellisse, che
traccia una traiettoria delle distanze tra PianetaMag e
PianetaMin, tale traiettoria & solo una costruzione algebrica del
moto, che non esiste, perché non c’é nessun punto reale che la
tracci (dimostrazione in APPEND.25).

Il Satellite Pianeta (es.Luna), che ruota secondo una
circonferenza avra anche lui distanza ellittica dal
PuntoMassaPianeta Minore (secondo quanto stabilito dal Teorema dei
Pianeti), ma dal PuntoMassaPianeta Maggiore distanza (in azzurro)
ancora ellittica, ma tracciata secondo una cicloide (vedi avanti).
Le curve Ellisse e Cicloide sono tracciate dall’ applet.

OSSERVAZIONE. «Se prendo un anello (di metallo ad esempio) e 1o
stringo su due poli, 1'anello si allarga assumendo la forma di una
ellisse e piu stringo piu si allarga. Notiamo che 1'area
originaria della circonferenza tende a zero se continuiamo a
stringere, mentre il suo perimetro rimane sempre uguale a quello
dell'anello inizialex».

Quest’ultima considerazione fornisce 1l’uguaglianza del perimetro
dell’anello di raggio R e dell’ellisse, uguaglianza suffragata dal
“Teorema dei Pianeti” con la relazione biunivoca tra circonferenza
e la relativa ellisse.

Notiamo essere la velocita angolare nella circonferenza doppia
della velocita angolare dell’ellisse.

M. Vaglieco

VAI SOMMARTIO
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CAP.IIT MOTO DI RIVOLUZIONE
Nel precedente CAP.II abbiamo analizzato 1’accadimento di due
punti A e B comunque presi e in un qualunque riferimento avere
distanza ellittica, giusta 1’intuizione di Keplero, senza dover
supporre uno dei due punti vincolato al Fuoco di una ellisse.
Qui invece vogliamo dimostrare la validita del discorso di Newton
analizzando geometricamente i1l moto di rivoluzione circolare di un
Pianeta rispetto al Sole, posto dentro, fuori o sulla
circonferenza, ottenuto dalla proiezione del Sole sul piano di
rivoluzione del pianeta.
Un applet ci aiuta: AP050 CAP.III MOTO DI RIVOLUZIONE

Ragglo =10 Mugwere il punta Pianeta ¢ O. Muovere il punta Sole dentro, fucn o sulla circonferenza
. SP = (9.654), OELL = (9.654) calcolato da Ticho e indicata da Kepiero
' Cancelis irscce sliess Da Newton Wy, « Parim.Circ /T « Pesim ENL/T « GM/R
'8
.A?ELIU
Planeta
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- ' S El
. ~ .
7’ 4 | ~
% \ ’
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p CM { | y=57.742
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t ot
s 03t 3 a1 a
4 - ; PERIELIO
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N 7
~ 7
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Nella dimostrazione a seguire & affermato, analizzando 1’App
sopra, 11 secondo principio della dinamica, partendo proprio come
fece Newton, dall’orbita circolare, dalla sua velocita areale
costante e dalla forza centripeta che ne scaturisce; utilizzando
proprio la terza legge di Keplero, otteniamo il modulo della forza
Sole-Pianeta

F=G-7
Dall’ applet in figura vediamo che la velocita angolare
dell’orbita circolare & doppia di quella mostrata nell’ellisse;
che la posizione del Sole dentro e fuori 1l’orbita ha distanze
ellittiche rispetto al Pianeta; che nel caso del Sole coincidente
con 11 Perielio, questi risultera zero e 1’Afelio avra il valore
del perimetro dell’ellisse, presentato come segmento.
Nella nostra ipotesi abbiamo posto il Sole sullo stesso piano
dell’orbita di rivoluzione, ma il Teorema dei P. ci dice che il
punto Sole pud essere posto ovunque e che la sua proiezione sul
piano orbitale dara comunque una delle ipotesi adottata (dentro,
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fuori o sul Perielio), considerata per mera comodita illustrativa:
il risultato vero € in tal caso (e non necessariamente) dato
secondo gquanto indicato dal teorema citato.

e Abbiamo finalmente una teoria applicabile a tutto il sistema
planetario: la Terra ha distanze ellittiche con i Sole, ma ha
anche distanze ellittiche con qualungque altra stella.

e Ta costanza delle aree nell' ellisse, deducibili dalle
formule di calcolo delle aree vedi avanti: “CAP.IV "AREE
UGUALI IN TEMPI UGUALI"

e il perimetro dei quadranti della circonferenza di raggio R
dedotto dal teorema € uguale a quello dell'ellisse, ma non 1
suoi valori intermedis

e Poiche le distanze Sole Pianeta sono comprese tra un Afelio e
un Perielio, esse sono le stesse distanze calcolate allora da
Ticho Brahe per Marte e riconfermate, anche per tutti i
Pianeti (Tabella di TICHO).

e Vedremo essere esatta 1l’uguaglianza:

F=G mM — mV_Z che vale V = GM — Perimetro Ellisse — Perimetro Circonferenza;
d? d d T T

Newton spiega 1'interazione tra due masse (Problema dei due corpi)
ma non spiega il moto di ciascuna rispetto all’altra, problema che
fu risolto arbitrariamente ponendo il sole nel punto-fuoco di una
ellisse. Ora invece, vediamo che tutti i pianeti ruotano secondo
circonferenze ma con distanze ellittiche uno dall’altra: Terra
distanza ellittica dal Sole; Luna distanza ellittica dalla Terra
ma distanza cicloide (ellittica) dal Sole.

M.Vaglieco

VAI SOMMARIO

3 Geometria Parametrica.it (Area e Perimetro Ellisse)
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CAP.IV AREE UGUALI IN TEMPI UGUALI (proprieta dell'ellisse)
'Anomalia Media' e II° Legge di Keplero

S=POQ

A=PSQ

Nella parte APPENDICE e la dimostrazione delle proprieta
dell’ellisse, che qui riassumiamo con 1l’ellisse di parametri g>m
semi assi, (g) su ascissa e (x=q cosE; y=m sinE) :

APPEND.3 AREA DEL SETTORE DELL'ELLISSE

I1 valore dell’area dell’ellisse & data sia geometricamente che
mediante integrazione per parti dei valori parametrici.

(Allo stesso modo dell’ellisse e ricavabile 17AREA dell’Iperbole
mediante integrazione per parti del suol valori parametrici:

(x::alE;y==7ntanE) con g>m assi e raggi dell’iperbole:

2 2 ; 2 2 2
_ q 2 _ |4 +(msinE)* _ [c*—(mcoSE) ) 2 _ 2 2
p= \/(cos E) t (m tan E) o \’ (cosE)2 (cosE)? p et =qT+m

e le sue varianti rispetto al fuoco.)

APPEND.4 AREA ELLISSE E CORONA CIRCOLARE
APPEND.5 PROPRIETA’ DELLE AREE DELL’ELLISSE

(con tanf =%= tanE)
per 0S=0 area POszgg A]
per 05<q area PSQ = %(E —%sinE) =ZmM B
per 0S=q area PQP::%?(E——ﬂnE)

APPEND.6 LUNGHEZZA DELL’ARCO D’ELLISSE RETTIFICAZIONE

. ds N T
(in letteratura con E=a) a——:\ﬂﬁﬁenﬂx+q2mﬁza qujj 1-e*sin’a da
o

APPEND.7 IL VALORE GEOMETRICO DELL'INTEGRALE ELLITTICO

r7_Q+m) 7

2Rm= (qx+mx) II 2 2 2
le ellitti . . .
ARCO PQ::[”w%"aZe wuat+g]aR espresso nelle sue varie formulazioni.

Vedi applet: APO71 CAP.VII ARCO ELLISSE E CERCHIO.
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Nella letteratura la formula che in astronomia e chiamata Anomalia
Media e indicata rifacendosi a Keplero, ma non € mai indicata 1la
sua collocazione e la sua origine. In realta la II° Legge di
Keplero e una proprieta dell'ellisse e di tutte le curve chiuse.

Posto nella formula sopra OS=distanza-focale da cui
e=eccentricita=0S/asse-maggiore=c/qg (come in A] e B]), in
Astronomia chiamiamo:

E = Anomalia Eccentrica ma deve essere E = Anomalia Media
M = Anomalia Media

I1 valore M dato dalla funzione f(E)=(E—¢&sinE) non & che
l'angolo E corretto dalla scelta di volta in volta della variabile
€, e gquindi come E rappresenta un angolo di riferimento e come
questi non compare geometricamente nella ellisse in esame.

Piu in generale la formula indicata con B] mi permette di
calcolare 1'Area di un qualunque settore o settore di settore di
Ellisse, ivi compreso quello di centro O, per O0S=0: tale concetto
si estende a qualunque curva chiusa.

In APPEND.1 TEOREMA DEI PIANETI, abbiamo calcolato le aree
tracciate sull’elisse di eguale valore alle aree sulla
circonferenza di riferimento; ora invece dalle formule A] e B] si
ricava il rapporto tra le Aree dei settori POR=S e PSQ=A in

funzione di E e quindi per un valore E; si avra Si1 e A; da cui:

= =—=—=—=——= costante

E M E M, 2

e evidente che per E=E;, sara S=Si1 ma anche M=M; in quanto funzione
di E, da cui A=A;; allora se E=E:1 (circolari) sono percorsi in
tempi uguali, in tempi uguali saranno percorse le aree S=S; e anche
le aree A=A; e gquindi sempre per f(E) anche M=M; : tale proprieta
giustifica la seconda legge di Keplero.

Ricordiamo che il legame tra E, angolo di riferimento e [ angolo
al centro dell'ellisse e tanﬁ::%tanE e che valori di E uguali non
forniscono angoli P uguali, pertanto gli angoli B non adiacenti
all'ascissa andranno calcolati per differenza.

(Vedi APPEND.3 AREA DEL SETTORE DELL’ELLISSE)
M. Vaglieco

VAT SOMMARIO



15

OSSERVAZIONI

La legge di Newton basata su la legge di gravitazione universale
di Corpi che si attraggono in ogni direzione con eguale forza in
base alla Massa e alla distanza (d), & espressa dalla formula
m; m;
F=G—
dZ

Essa mostra soltanto la distanza tra le masse ma non indica alcuna
traiettoria.
Nel APPEND.1 IL TEORMA DEI PIANETI al punto Facciamo un esempio
pragmatico si indica la distanza, tra masse che si attraggono,
essere raggi di ellisse, mentre 1’orbita rimane quella circolare,
cioe di un corpo intorno al proprio Centro di Massa (C.M.); e se
la velocita di un corpo rispetto al C.M. & costante, la sua
velocita rispetto ad un altro punto-pianeta (come nel caso del
Sole), variando la sua distanza, varia la velocita (per cui avremo
1’Afelio e i1 Perielio), data dalla forza di gravitazione
universale e interpretata dalla formula di Newton, e non dovuta ad
una traiettoria ma semplicemente dalla sua distanza ellittica.

Non dovendo piu considerare il punto-Sole posto nel fuoco della
ellisse, posso affermare che la Luna con orbita Circolare (essendo
un pianeta anch’essa) mantiene la sua proprieta di distanza
ellittica sia rispetto alla Terra che al Sole o a gqualunque altro
pianeta. Possiamo anzi affermare che tutti i pianeti si muovono,
con moto CICLOIDE? secondo la sua nuova definizione geometrica.

I corpi si spostano dalla loro orbita (Circolare) solo per effetto
di una nuova Forza (esplosiva?) e assumono una traiettoria
(Parabolica, Iperbolica, Ellittica, ecc.) che in realta & un Moto
Circolare come & dimostrato nel CAP.XIVS, a conferma del concetto
relativistico di Einstein.

Da dove scaturisce la forza centripeta che genera il moto
Circolare e quindi il suo centro di massa (CM)?

Essa e la forza di gravitazione universale, intuita da Newton, la
stessa che fino ad oggi abbiamo supposto erroneamente determinare
una traiettoria ellittica.

I1 CM di ogni pianeta e dunque il punto somma delle forze
attrattive, cioé di tutte le Forze che formano la Gravitazione
Universale, stabilendo un loro CM di distanza costante nel sistema
e quindi una Orbita Circolare.

Se dunque i Pianeti hanno orbite circolari si ha una accelerazione
centripeta:
GM

mM V2 . . : —
F—G?—mg il che significa V = -

4 (vedi qui CAP.XIII CICLOIDI)
5 CAP.XIV CICLOIDI DI VAG
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e per il “TEOREMA DEI PIANETI” e per “APPEND.7 IL VALORE
GEOMETRICO DELL' INTEGRALE ELLITTICO” abbiamo d=R=(a+b) /2
dove R rappresenta i1l raggio della traiettoria circolare del
Pianeta (m) e d=(at+b)/2 1l valore della distanza ellittica tra
Sole (M) e Pianeta(m), (come vedremo piu avanti) data
dall’espressione:

V — 2GM — G_M _ Porimetro Ellisse _ Perimetro Circonferenza C )
(a+b) R T T ’

Nel sistema solare 1’unico a non essere satellite di un altro e il
Sole: Sole-Terra, Sole-Marte ecc.; gli altri Pianeti possono avere
Satelliti propri: Terra (Pianeta)-Luna (satellite), Marte - Fobos
e Deimos, Giove- Amaltea e Io; al limite possono esistere
satelliti di satellite di Pianeta; senza che la legge della

gravitazione ne risulti alterata. L’espressione (:) vale per ogni
Pianeta e Satellite (Sole-Terra, Terra-Luna, Luna-X).

Noi possiamo calcolare 1’interazione tra due Masse, secondo
quanto indica Newton, ma in realta compariamo la differenza della
forza gravitazionale esercitata su ciascuna di esse e il Teorema
dei Pianeti ci indica che le distanze tra masse in orbita
(circolare) sono distanze ellittiche (non traiettorie), quindi
variabili in distanza e velocita, come nel caso Terra Sole, Venere

Sole, ecc. ed e dalla espressione di (:) che abbiamo:
(vedi i1 dati indicati nel riquadro “Esempio” nel CAP.V a seguire)

1’ Afelio Vierra = /% =29,53355; Vyenere = 34,88725; Viygre = 23,07775

il Perielio Vigrrq = /% =30,03128°%; Vyenere = 35,1461% Vigree = 25,3346°
Velocita (Af+Pe)/2 =29,282395; =35,016655; =24,206155

Dunque tutti i Pianeti hanno un loro CM e orbita circolare e la
loro distanza dal proprio CM e una costante determinata dalla
gravita universale, costante in ogni direzione; ed essi
interagiscono tra loro secondo Newton, mediante distanze
ellittiche, giusto il valore (d) della formula indicata.
L’interazione che interviene tra 1l’una e 1’altra massa pud variare
in funzione della loro distanza ellittica ma non €& tale da
modificarne 1’orbita, pud tuttavia perturbarla.

M.Vaglieco

VAT SOMMARIO
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CAP.V LEGGI DEL MOTO DEI PIANETI

Si osservi che il "Teorema dei Pianeti" coincide con il Moto di
Rivoluzione dei Pianeti allorquando il centro di riferimento
coincide col Centro di Massa del moto di un Pianeta, mentre
1’altro Pianeta & fermo e se quest’ultimo € il Sole, la massima
distanza (Afelio) e la minima (Perielio)sono in linea.

Il caso in esame & una semplificazione che considera il Moto di
Rivoluzione delle due masse complanari. In realta il "Teorema dei
Pianeti" ci dice che le distanze ellittiche avvengono allo stesso
modo allorquando i1l Punto-Massa considerato fermo & fuori dal
piano dell'orbita circolare dell'altro: caso Luna (orbita
circolare) e le sue distanze ellittiche dal Sole (punto fermo).

Applicando alle formule, ottenute dal Teorema dei Pianeti, 1 dati
relativi al moto dei Pianeti, abbiamo che Af= Afelio e Pe.= Perielio
sulla circonferenza, come vediamo dalla figura del “CAP.II IL
TEOREMA DEI PIANETI” e dal “CAP.III MOTO DI RIVOLUZIONE”:

A, +P, A, —P, A; =(R+r)=a=semi—asse mag
=— ‘er=—-—" cioe" . . [7]
2 2 P =(R—r)=b=semi—asse min

dove a e b sono semiassi della distanza ellittica del Sole.

Possiamo allora riformulare le Leggi di Keplero:

I? LEGGE DEL MOTO DEI PIANETI:
«I Pianeti ruotano secondo proprie Orbite Circolari e tutti, uno
rispetto all’altro, con distanze ellittiche.»

I12 LA SECONDA LEGGE DI KEPLERO, come indicato al precedente
CAP.IV (in APPENDICE: ESEMPIO4: ARCO DI ELLISSE), dimostra che il
raggio vettore ellittico spazza Aree ellittiche uguali in Tempi
uguali®.

I112 LA TERZA LEGGE DI KEPLERO. Partendo dalla velocita

. ) 2R GM .
Orbitale Media —— = V per V = ’7; e uguagliando le due formule

R3 GM
otteniamo F5::22n2 con T=periodo orbitale, R raggio dell’orbita e
M=massa Sole, sintetizzata in Letteratura dalla formula:
3
a GM
— = K = costante con K=—=— 1]
T 24T

dove si ipotizza R K a=semi-asse maggiore di una ellisse.

6 Geometria Parametrica - Cap.VII "Area e Perimetro Ellisse" Pag.9-10
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I1 valore (a) € presentato come raggio di circonferenza e da tale
condizione Newton mosse per la sua dimostrazione analitica alla
condizione di essere in presenza di una orbita circolare, di una
velocita orbitale costante e di un moto circolare uniforme.
Riscriviamola:

m_y o y= M 21
T a

ma volendoci rifare non ad una circonferenza ma ad una ellisse
dovrd scrivere la prima equazione di 2]:

Perimetro Ellisse
T =V
E poicheé il valore del perimetro dell'ellisse e uguale al
perimetro della corrispondente circonferenza di raggio:
2R = (a+ b))
(Vedi APPEND.7 “IL VALORE GEOMETRICO DELL’INTEGRALE ELLITTICO")
posso riscrivere la 1]:

(a+b)® _ GM (a+b)® _ 2GM
2372 222 T2 = 72 3]
e la Velocita 2] sara per R=(a+b) /2
V= % _ 2GM _ (a+b)m _ Perimetro Ellisse _ 2Rm _ Perimetro Circonferenza | 4]
R (a+b) T T T T !
Esempio:
posto Mscie=M=Massa Sole = 198939, e assi dei Pianeti:
Afello + aTerra:152, 111 a\]enere:lo9ll aMarte:249, 111
Perielio + bTerra:147, 111 b\]enere:lo7,4ll bMarte:206, 711
Totale = 299,211 216,4011 455,811

vediamo le velocita per 2GMsc1e=2x6,67078198930=2,65332626:

* 2X6,670-8198930 299,211 a+b)m  2Rm
Vierra = ELEELP = @D _ 2RT _ 29,785cm/sec
(299,211) 365,249 g% 86400 T T
2X6,67078198930 216,401 (a+b)m  2Rm 5
**Venere = = = =—=35,017>cm/sec
(216,4011) 224,7ggx 86400 T T
2X6,67078198930 455,811 (a+b)m  2Rm 5
*rxVy e = = = =— = 24,127°cm/sec
(455,811) 687ggx 86400 T T

Dalla 4]:
2 _ 2GM __ (a+b)’m® 2GM _ (a+b)® _ 23R3
" (a+b) T2 @z T2 T2

=K

riferite questa volta ad una circonferenza di eguale
perimetro della ellisse, percorsa alla stessa velocita.

Tale velocita & la velocita orbitale media.
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Come circonferenza ¢ data dalla velocita angolare con moto
circolare uniforme, e quindi la formulazione di Newton a cul ci si
riferisce e esatta, perché siamo effettivamente in presenza di una
circonferenza di eguale perimetro di una ellisse.

Come ellisse la velocita media complessiva € uguale ma come indica
1'ESEMPIO nel capitolo relativo al calcolo del perimetro della
ellisse?, sono uguali solo gli archi dei rispettivi quarti (=m/2),
e differenti gli archi riferiti agli angoli dei wvalori intermedi
(<nn/2) e dunque la sua velocita non & costante.

(a+b)3
—Qz = K = costante ¢ dunque la formula esatta
da applicare per la terza legge di Keplero essendo (vedi avanti)
giusta 2Rm = (a+ b)m per calcolare il perimetro di una Ellisse.

La 1] per

Dai dati del gquadrante Esempio (pagina precedente) possiamo
trovare la massa del Sole da:

V _ 2GM _ GM _ Pgrimetrg Ellisse __ Perimetro Circonferenza .
(a+b) R T T ’

o da Keplero, ricavandola dalla Terra Venere Marte:
(@+b)*n®  (@a+ b, 2,643531641*

Sole = P = 5 = = 19893°
2GT%,.., 2G(365,24 x 86400) 132843400,1
_(@+b)*m® (@ +b)enere™  1,000164682*" 198930
Sole = 2GTZ, e 2G(224,7 X 86400)2  50279327,39
3.2 3 2 41
_(@+b)yn® (@4 b)yaree™ 934593396 _ 19883

M = = =
Sole = T GT2, e 2G(687 x 86400)2 4699988428
Dall’esempio nel riquadro, possiamo calcolare il periodo
dell’orbita del Pianeti:

_ |(a+b)3nZ _ [(299,211)3 w2  (31564365,14)
T&erra -

= 365,3283002 gg; **)

2GMso e 2,65332426 86400
11
Trerra = &% = BPZ )T _ (31563617,25/86400) = 365,3196441 gg

e piu precisamente:

(a+b)m (299,2'H)m
Trema =~ = S978e49 35z = (31556736,00/86400) = 365,24 gg
11
Tyenere = Sh2% = CLOA0TIT _ (19414588,63/86400) = 224,7058869 gg
(a+b)m (455,8)n
Tuarte =~y =~ 575~ = (59350019,95/86400) = 686,921555276 gg

M.Vaglieco VAT SOMMARTIO

7 Geometria Parametrica - Cap.VII "Area e Perimetro Ellisse" Pag.12-13
oppure in APPENDICE: ESEMPIO 4: ARCO DI ELLISSE
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CAP.VI DISTANZA TRA PIANETI: CASO LUNA-TERRA

Tenendo presente il gia accennato APPEND.7 “IL VALORE GEOMETRICO
DELL’ INTEGRALE ELLITTICO” possiamo analizzare la distanza del
satellite Luna.

DISTANZA LUNA-TERRAS:

Apogeo=a max. 4,05510 cm Perigeo=b min. 3,63310 cm

Distanza: 2R=(atb)= 7,688 ; d=R=(a+b)/2=3,844%°

Perimetro dell’orbita (7,6881° ) = 2,41525643211.

Velocita media=Perimetro/mese relativo in giorni (gg per 86.400),
mediante il perimetro indicato, calcoliamo secondo letteratura:
1. Velocita Siderale, rotazione della Luna sul proprio asse
uguale al moto di rivoluzione attorno alla Terra e suo
riallineamento:
11
— 2415256432 = 1,02315%cm/sec
(27,3216699%x86400)
2. Velocita Sinodica, moto di traslazione della Luna, per
rioccupare nei riguardi del Sole e della Terra (rispetto a una
stella fissa) la stessa posizione in linea:

2,41525643211
= = 0,946625cm/sec
(29,530599,g%x86400)

3. Velocita Draconitica, ritorno allo stesso nodo ascendente:
2,41525643211
V= = 1,02727°cm/sec
(27,2122299%86400)
4. Velocita Anomalistica due successivi passaggi al perigeo:
2,41525643211

V= = 1,014509°cm/sec
(27,554559,9 x86400)

khkkkkhkkkkk

VELOCITA’ media LUNA-TERRA® da C:) del Cap. OSSERVAZIONI:

Mr=Massa Terra=5,9762%7; G=costante di Grav. Universale=6,670-8

_ |2G6597627 _ [7,97198420 10 _ 5 %
VMED,A—\/ o) _\[7'688010 =/1,036938605° = 1,01830° *)

Q
SIS
3

G 597627  [3,98599220 .
Vapogeo = = |~Z03510 =,/9829819975,0 = 0,99145

a

G 597627  |3,98599220 — .
Vperigeo = 5 = [0 363307 = J1,097162610 = 1,04745
Vapogeo + Vperigeo = 0,99145° + 1,04745° = 203890,00 : 2 = 1,01945°

Dalla velocita VMEDIA tramite il Perimetro dell’orbita € possibile
ricavare il tempo di percorrenza:

8 Da ”IL MOTO DEI CORPI CELESTI” di Antonio Leone (franco muzzio &
c. editore)
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, _ Perimetro 7,688 n
Luna=Terra = = <X 86400 8798112000

= 27,45198551gg

e anche dalla terza legge di Keplero:

T _ |(a+b)3xm? _ [4,4847668433
Luna-Terra — 26Mp A 7,97198420

= /5,6256596112 = 2371847,299 : 86400 =
= 27,45193633gg

Con il tempo di percorrenza, mediante il Perimetro ricalcoliamo la

velocita sempre con C)

Perim.Ell 241525643611
VMedia = = = 1,01830°
T (27,45198551gg%86400)
(velocita media vista sopra)in *)

Questo tempo non coincide con quello siderale 27,32166 della
letteratura, mentre dovrebbe, perché si tratta di una rivoluzione
completa.

M.Vaglieco VAI SOMMARIO
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CAP.VITI DISTANZA E MOTO LUNA SOLE.

Per i1 “TEOREMA DEI PIANETI”, 1l moto circolare della Luna ha
distanze ellittiche anche con il Sole. La letteratura ci indica
che quando Terra-Luna-Sole sono in congiunzione, avremo le
distanze massima e minima.

Distanza media Terra-Sole=(152,11+147.11)/2 = 149,61 (Raggio)
W w Terra-Luna=384400 km =0,38441l1 cm (Raggio)
Perimetro dell’Orbita (in CAP.VI) Luna 2Rm =2-0,384417 = 2,41525643211

Distanza media max Luna-Sole= 149,6!1 + 0,384411= 149,984411 = A¢
w min w w- % = 149,2156!! = P,

Distanze: (Af+P.)=299,211 =2R ; R=(Af+P.) /2=149,611;

Perimetro (ellisse) Sole-Luna 2Rm = 29927 =9,39964521913  *)
Ms=Massa Sole = 198930

Velocita media LUNA-SOLE:

v _\/G198930 _ \/1,32666326:
Luna—Sole — R - 149,611
Mentre la velocita media (Luna-Sole) e come quella di (Terra-
Sole), le velocita al Perigeo e Afelio di Luna-Sole e Terra-Sole
sono diverse:

G19893°  [1,32666326 _ <
VafLuna = A = 14998241 = \/8,84533991512 = 29,7411

(Vagrerra = 29,9533% dal Cap. OSSERVAZIONI)

= /8,86806818112 = 29,77930°

Vpe Luna = \/Gl%ggo = J 1326663% _ /8,8909135512 = 29,8176°

Pe 149,215611
(Vpererra = 30,03128% dal Cap. OSSERVAZIONI)

V, +V L.
JEEE%rﬂiEE==2Q779305cn1 velocita Luna-Sole.

La velocita della Terra rispetto al Sole €& di 29,78° prossima a
quella della Luna rispetto al Sole, in quanto Terra e Luna
viaggiano assieme rispetto al Sole.

Infatti il tempo di percorrenza & praticamente uguale.

Ora vediamo il periodo di percorrenza dalla velocita tramite il
perimetro Luna-Sole, da *):

r 3 Perimetro __9,39964521913
buna=sole =y o 770305 X 86400~ 2,5729315211

= 365,3282314gg

o tramite la III legge di Keplero:
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. _ |(@+b)Pxm? (299,211 n2  [2,643531641%1
Luna-Sole = 2GMg,,  «| 2,65332626 | 2,65332626
= 31564357,24: 86400 = 365,3281527gg

= 1/9,96308648414

in entrambi 1 casi coincidono.

I1 periodo della Luna qui indicato (365,3281527) e praticamente
uguale al valore di percorrenza di (365,3283002gg) ottenuto per la
Terra e indicato nel CAP.V al punto **; il che e giusto se
pensiamo che Terra e Luna ruotano entrambi di 360° rispetto al
Sole, cioé rispetto ad un punto considerato fisso che & il Sole;
ma e da tenere presente che il valore gg di entrambi si
riferiscono a due orbite differenti per grandezza e velocita, ma
non differenti per numero di giorni, perché questi sono riferiti
per uguali gradi a uno steso punto fisso, il Sole. I giorni della
Terra e della Luna sono uguali per numero ma non per grandezza!
Infatti sia la Terra che la Luna, nella loro traiettoria circolare
ruotano entrambi di 360°; e poiché la loro velocita media & presso
che uguale avremo uguale numero di albe e di tramonti, cioeé uguali
numero di giorni, ma non giorni di uguale grandezza.

M.Vaglieco VAI SOMMARIO



24

CAP.VIII MOTO SATELLITARE

Nel CAP.V “LEGGI DEL MOTO DEI PIANETI” abbiamo dimostrato che le
orbite dei pianeti sono circolari, mentre le distanze dei punti di
queste circonferenze, da un qualunque punto, sono vettori
ellittici. Abbiamo anche affermato che questo vale per tutti i
pianeti, Sole compreso, e quindi varra anche per i satelliti messi
in orbita.

Sappiamo che i satelliti stazionari hanno distanza costante dal
Centro di Massa del relativo pianeta, e si muovono con velocita
uguale alla velocita di rotazione del Pianeta e pertanto la loro
distanza da un Punto-Massa del pianeta & costante, e vale un
raggio di circonferenza, non c’é distanza ellittica.

Invece 1 satelliti in orbita hanno distanze costanti dal Centro di
Massa del relativo Pianeta, ma per la Legge del Moto indicata, la
distanza del Satellite da un Punto fisso del Pianeta, dovra essere
un raggio vettore d’ellisse, perche il satellite e il punto preso
in considerazione, hanno velocita diverse: si troveranno dungue
una volta vicino e una volta lontano proprio secondo raggi vettori
ellittici.

In conclusione la legge del moto circolare indica i valori
ellittici di un punto che ruota su un orbita circolare rispetto a
un punto proprio del pianeta, che ruota su se stessa.

I1 capitolo a seguire sulla traiettoria di un satellite, wvuole
proprio indicare 1l’ellisse data dal moto circolare del Satellite,
con centro nel CM (Centro Massa) del relativo Pianeta, rispetto ad
un punto fisso di questi.

Il moto circolare dei corpi nello spazio, indicato dalla
relativita-Generale (RG) di un corpo che attira gli altri corpi
con un moto circolare € indicato proprio dalla Geometria
Parametrica, come vedremo piu avanti, come particolare moto di
cicloide (Cicloide di Vag o delle funzioni continue).

E’ pertanto opportuno definire la parabola in modo geometrico e
come luogo di punti, nel Capitolo che segue.

M.Vaglieco
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CAP.IX RIDEFINIZIONE DELLA PARABOLA

Nella Geometria Parametrica in un riferimento cartesiano
(ortogonale) , il luogo geometrico dei punti che distano
dall'origine la somma algebrica di una costante p(peR*) ed una
coordinata di tali punti, cioe:

(PKtY) (aperta verso +1'alto, —-in basso; y asse di simmetria)

(E)i}{) (aperta verso +destra, -sinistra; x asse di simmetria)
da luogo ad una curva chiamata Parabola e 1'Origine e detto Fuoco,
e il campo di variabilita di tali coordinate e:

_P. P.
[ 5 4@0] oppure [+ 5 —ooj

Dove p=Parametro della Parabola e p/2=distanza del Vertice della
Parabola dal Fuoco (Origine).

Valori Parametrici:
2) {(pix)cosﬂz X
(p£x)sin g =y
b) {(pi y)COS/B: X
(pxy)sin g =y
da cuil 1'Equazione per punti della Parabola con il Fuoco nell'

Origine:

(pxx)° =x*+y?

(Pxy)y =x*+y?

yZ::pzj:ZpX (concavita verso 1l’asse delle x)
XZ::pzj:Zpy (concavita verso 1’asse delle vy)
Sviluppando:
P . : P :
+ X )Ccos =X = |X|=| ——CO0Ss ;I X]SsIn = Yy COS =| —— |SINn
(p+x)cos [x] Licosﬂ ﬁ} [x]sin p=ycos gy [HCOSA p

possiamo scrivere:
Eq. Polare e Parametrica con Fuoco nell' Origine:

OAcos,B:%cos,B: X

OA:l_p Fcos B
Fcosp OAﬁnﬁ:—:ﬁ——ﬂnﬂ:y

1+ cos S

Eq. Parametrica con il Vertice nell' Origine:

OAcos g =x= 2p

tan® y = xtanf; ytanf = x tan?f = 2p
. 2p
OAsin =y =
p=y tan g
dalla prima espressione abbiamo 1’equazione per punti:
2px
2p cos(B) 0A 2px OA 2
= —" = = - =
SIN2(B) ' 0A ﬂz y2 y Zpx
0A

Parametrica in COSENO:

R R :
Punto: (;;a;5c0q2a),agzzssn(2a)) (R=parametro)

Curva: (R(1 — tan?(a),2R tan(a), a, 0,2m)
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Da Conica a Parametrica di angolo (R)

da Conica f(x)=ax*+ bx + c=x(ax+b)+c = y, +¢
a Parametrica con % = tan(f) = ax + b; = @
_p)2 _ _

| = (D o)D) _ n Bt o

Curva Parametrica; [(tan(B)- b) /a,((tan(B)- b) /a) tan(B) + ¢, B,0,n]

Parabola Parametrica (fuoco nell’Origine):

Aperta a sinistra

¢ Eq. Di Vag di una parabola di parametro p=2R.

R R R
al = (1—2cosa)cosp +
coso Ccosa cosa

ma moltiplicando i membri dell’Eqg. di Vag per coso
b] R=R@—-2cos&)cos S + R(iz\/cos a(l—cosa))senp

e Eg. di Vag di una circonferenza di raggio R.

Aperta a destra

(+2./cos a(1— cos ) ) senp

R ___R (1—2cosa)cos B+ R (J_r2\/cosa(l—cosa))senﬂ
cosa cosa cosa
Aperta in alto

R R

= +2,/cosa(l—cosa) |cosB + (L—2cosa)senp

CoOSo. COosa cCosa
Aperta in basso.

R

—(—2cosa)senp

R R
- +2 1-
v [ Jcosa(l—cos a)]cos B+ s

M.Vaglieco

VAT SOMMARIO



277

CAP.X EQUAZIONE DELLA PARABOLA PARAMETRICA

Da cid che abbiamo visto nel precedente Titolo “RIDEFINIZIONE
DELLA PARABOLA”, scriviamo 1'Eqg. della Parabola di Vag

R R
cosP=x==( -2R) =+ (1-2cosa)
al COos o COos o Cos o
R
senp=y= [i 2,/cos a1 cos oc)]
COos o Ccos
che pud anche essere scritta (intendendo a=90-a ciocé cos (90-a)=
sena) :
4jL£%B=X=i@B——ﬂﬂ=i—B—a—%Hm)
b] seno seno seno
isenB = y=i [J_r 2,/senoc(1—senoc)]
seno sena

Entrambe hanno lo stesso significato con la sola differenza che a]
parte dal vertice della parabola verso 1l’infinito mentre la Db]
viene dall’infinito verso il vertice.

Si osservi la seguente variazione:

X=+
cos oy

y= R [i&&ma@—cmaﬂ

cosa,

(1-2cosa)

dove ponendo ai=00 non ci sara nessuna diversita con le Eqg. Di Vag
viste sopra. Se perd poniamo un limite ad aai:

a = 0°%......... Fo A UUOTUUR 90°

{al = 0% i o..o.a..a..o

cioe au=a fino al valore a’ dopo di che ai=a’=costante si avra che
AP100 CAP.X EQ PARAB PARAMETRICA

R/cosBD°fw“' R/=en30

R

cosa'
parabola fino al valore oi=o’ dopo di che diventera una
circonferenza di raggio R’
M.Vaglieco VAT SOMMARTO

=R' ; significa che la equazione sara una

nella equazione
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CAP.XI TRAIETTORIA PARABOLICA DI UN SATELLITE
I1 razzo (satellite) che viene sparato verticalmente con moto di
direzione e verso secondo il raggio di una circonferenza, traccia
una parabola del tipo (p—vy)?= x?+y? (secondo la definizione
geometrica con riferimento nel fuoco) dove il parametro della
parabola vale due volte il raggio della circonferenza p=2R, di
centro nel Fuoco, ed R rappresenta la distanza focale; come dalla
figura indicata:
la parabola e in rosso, mentre la partenza € su un punto Ag della
circonferenza, che ruota in senso antiorario, con velocita propria
del Pianeta che vuole rappresentare; il razzo (satellite) e
sottoposto a due moti quello lungo il raggio e quello circolare

del Pianeta nel suo verso.

Raggio = 6 ; CEM [GAfcosip,
’99 . I_] Parabola Tipo (PY)  Vi,ewtare ;/{H 5=\ :l;m 4
./'/..
z
I L:;a,pfx::-
ML~
”~
// /_/ .&P- Pg= Vertice Parabofa
' S S
P Py ¥
= / é R et

VEDI Applet: AP109 CAP.XI TRAIETTORIA PARABOLA.
Indichiamo i dati salienti della Parabola:
1. T raggi R=0Pp e R3=0P3; P3A3=A¢M e OP3=0M=R3
2. tanps € la tangente in P3 alla parabola; tanpc alla
circonferenza di raggio Rs3
3. Relazione tra gli angoli:
(p3+0) =90; 0 =(90—-p3); p3 =(90—0);
(90 —p.) = (180 — B3); (B3 —90) = p,
(B3 —90) =180 — 20 =2(90 — 0) = 2p3 = p,
4. Valore dell’ordinata e ascissa:
V3 = Rz sinff3 = R3 sin((90 + 2p3) = R;3 cos2p; = R3 cosp
X3 = R3 cosB3 = R3 cos((90 + 2p3) = —R5 sin(2p3) = —R3 sinpe
5. Per definizione:
(p—y3) =Rz p=2R :R(J’3 + R3) = Ry sinfi; + Ry = 2R3 cos®ps;

2
e anche R = R, cos ; =R, ;
3 P3; c0s2ps 37

6. Altezza AsP3=h=R;—R eper5. h=

R
cos?p;

— R = R tan?p;
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y x . L . . .
7. d——tanp3 =—; (segno negativo perché il verso e antiorario),
X3 =

[x3 = —p tanp; = —(2R; cos?p3)tanp; = —R; sin2p; = R3cosPs]

—R3sin2p; = —R3sinp, = Rzcosfz; = x5
R3c0s52p; = Rzcosp, = R3sinfiz = y3
(tanpe= tangente in P3 della circonferenza di raggio Rgz)
*» dalla 6. R=Rscos’p; + la 5. h=R;—R = R;— R3cos?p; = Rysinp;
R3sin?p; = h
R;cos?p; =R

" dalla 4. e 7.l1le circonferenze: {

= e il sistema{ dividendo avremo h = Rtan?p; (come 6.)

LA VELOCITA'.
Posto V32=ﬂ e (R+h)=R3=V—32 (%=g3 e V—32=g3 gravita

R3 93 R3 R3
superficiale del relativo Pianeta, rappresentato in figura dalla
circonferenza (non tracciata) di raggio Rz per il punto P3) vediamo
le formule gia note, in letteratura:

V3 sin® P3

e Altezza di As;P; da 6.: h=Rtan® P —Rgsm P3=—"
3

e Altezza su ordinata da 4.
V%cosZp;; V% sinf3

y3 = R3 cos2p3; = R; sinfi; = =
93 93

e Gittata su ascissa da 7.

. V3sin2 V2 cos
3 = —R3sin2p; = Ry cosfs = — 250203 _ V3 coshs

g3 g3

Velocita Circolare. La formula che da la distanza Rx =R+h é&:

_ |aM _ GM cos?ps * %
Ve = fmh — 1+mn2p3 / /COS - f = JRgcos?ps (**)

e calcolata con la Massa della Terra =5, 97627cm/sec, il suo
Raggio=6378,099; e con G=6,6708% e gravita superficiale g=0,00981,
fornisce il valore indicato da (**):

® per ps=0 & h=0 (velocita livello zero) e co0s20°=1:

CM cos 00 6,6707° 59762
Ve = — = V cTerra= £378.099 790.537,69 cm/sc = 7,90537 Km/sc

= /Rg cos 0° = /6378,099 - 0,00981 = 7,9100

o per ps3= 45° ¢ h=R e allora la velocita del punto P=(h+R)=2R
(in rosso) nella Parabola in figura, per cos245°=0.5, é&:

GM cos?45° . :
\/ \/ cos = /Rgcos?45° rispettivamente:
V.

2 o -8 27
 rerra = J GM cos™45 \/6670 5975513 _ 558994,565 cm/sc = 5.58994 Km/sce

6378,0995

\/Rgcosz45° /6378,099 - 0,00981 - 0,5 = 5,5932 Km/sc
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e per p3>45° e h>R e la sua Velocita sara Vf > Vp,

dove V¢ e la vera velocita di fuga perché dal punto P (rosso in
figura) la traiettoria di rientro della parabola non incontrera
pitu la circonferenza.

In (**) il valore RAxmzp da la distanza dal centro infinita e di
3

conseguenza la velocita residua nulla, per cui i termini di
energia cinetica ed energia potenziale si annullano quindi:

%nﬂ?z=(?%? che risolta per Vs &
2GM
Vf = % = 29Rrerrq = 11,18;

tale velocita e indicata come “velocita di fuga” mentre quella
indicata da noi é la velocita di non ritorno (no impatto).

La differenza in letteratura, tra Ve e Vi ¢ /Rg —./2Rg

Abbiamo tracciato la Velocita utilizzando la traiettoria della
parabola, chiamando Vs = velocita di fuga, quando Ve>Vp.

Volendo alle stesse condizioni si pud risolvere il problema anche
mediante la traiettoria di una Iperbole. Nel caso della
traiettoria della Ellisse invece si ha che questa impatta sempre
anche per valori Ve>Vp.

Per avere una idea delle tre traiettorie si pudo vedere 1'’applet:
AP112 CAP.XI MOTO VERTICALE GEOGE.

Kk kkk kA KKk Kk k ok kK

ESEMPI:

1) I1 satellite artificiale Oscar ruota alla distanza di 1450 Km
con Veo=7,14 (Km/sec) e Ve=10,09 (Km/sec). Verifichiamo le formule:

h=1450=Rrtan?p (6.) (R di figura = Rr=6378,099 Km raggio
equatoriale Terra e g=(Vc¢)2/Rr=0,00981 Km/sec? la sua gravita
superficiale; e Massa Terra = 5,9762% Kg) per cui da 6.:

p = arctan ’ﬂ= 25,491915 angolo della tangente in Ps3
6378,099
per (**) V. = \/RTgC05225,491915 = 7,13999 = 7,14 Km/sec

v GMgg c0s225,491915 3,98599217 0,81476
e = =
¢ R 6378,099

= 7,135715Km/sec

Per R3=Rr+h=7828,099 il valore dell’Altezza (ordinata) e semi
Gittata (ascissa) e data dall’angolo tangente:
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X3 = —R3 sin2p; = —7828.099 sin 50,98383 = —6082,184959
{ y3 = R3cos 2p; = 7828,099 cos 50,98383 = 4928,099032
o dall’angolo della parabola [(3=(90+2p3)=140,98383:
x3 = Rz cos B3 = 7828,099 cos 140,98383 = —6082,184959
{y3 = R; sin 3 = 7828.099 sin 140,98383 = 4928,099032
per entrambi & /yZ+x% =7828,09899 e le coordinate di Oscar sono
(-6082,184969;4928,099032)

Massa del satellite.

,GM . .
In Vo= m=7,14 con G=6,670"11 agbbiamo M=Mr+Ms, ma se sommiamo la

massa della Terra + la massa del satellite, essendo quest’ultimo
piccolissimo in realta abbiamo M=Mr+Ms=Mr=5, 97627, senza nessuna
variazione sensibile alla massa della Terra.

Dunque se voglio la massa Ms del satellite debbo procedere:

,GM 2 . . V& h N .
Ve = ¥=7,14 quindi Mg =—= cioe la massa-satellite che

G cos?p
percorre effettivamente i1l solo tratto h=altezza. Nel nostro caso:
(7,14)? 1450 73920,42 73920,42
Mg = = = 1360,8896666 kg

S~ G c0s?225491915 _ 0000000054 549
P i b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b i b i b b b b b b b b b b b b b b b i

2) I1 satellite artificiale Noaa-3 ruota alla distanza di 1515
Km con Veo=7,11 (Km/sec) e Vs=10,05 (Km/sec). Verifichiamo le
formule:

h=1515=Rrtan?p (6.) (R di figura = Rr=6378,099 Km raggio
equatoriale e g=0,00981 Km/sec? la sua gravita superficiale) per
cui:

p = arctan /&= 25,983313571 angolo della tangente in P3
6378,099
per (**) V. = \/RTg005225,983313571 = 7,11053 = 7,11 Km/sec

Per R3=Rr+h=7893,099 avremo 1’Altezza e Gittata come per OSCAR;

usando l’angolo della parabola B3=(90+2p)=141,96662714:
{ X3 = R3 cos 3 = 7893.099 cos 141,96662714 = —6217,015351

Y3 = R3sin B3 = 7893,099 sin 141,96662714 = 4863,099006

/y_,? + x2 = 7893,09899

LR IR SR AR b b b b b S i e S SR Sh Ib b b b b b e 2 SR dh Sb b b b b b i S S Ib Ih b b b b b S I S 2R Ib Ib b b b o

3)1 Satelliti Stazionari ruotano alla distanza di 35.873 Km
alla velocita Ve=3,07 e Vs=4,34. Come sopra:

p = arctan /ﬂ = 67,13653663
6378,099

Ve = /Rrgcos267,13653663 = 3,073333979 = 3,07 Km/sec
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(Nél caso della Terra 11 satellite geostazionario deve percorrere
1'orbita circolare in un tempo uguale al giorno siderale,

Tgs = 23 h 56 min 4,09 s = 86164,09 s.

I1 corrispondente raggio di questa orbita (distanza stazionaria), puo
essere determinato con la terza legge di Keplero:

2
Ry = (Rp +h) = |2285 = 42164 km ; h = 42164 — 6378,099 = 35785,901 )
(2m)?

LR R A R b i b b b b I b b b b A b b b b d b b I b b b b S b b b b b b I b b b b e b b i b A b b b i

4) Satellite Luna (? leggo dalla letteratura) ha distanza 377632
Km dalla Terra con velocita 1,0188

377 632
6378,099

Ve = /Ry gcos?282,59531581 = 1,019423021 = 1,0194 Km/sec

p = arctan = 82,59531581

Velocita vicina alla velocita Draconitica.
P b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b i b b b g

Velocita angolare. Questa SEZIONE & generalizzata e

vale per 1 quattro esempi proposti, data 1’altezza.
Tale velocita indica quella dei satelliti proposti
rispetto alla Terra: essa prescinde dalla velocita data
al Satellite.

I satelliti, sappiamo, hanno una Traiettoria Circolare con centro
nel Centro di Massa del relativo Pianeta (Terra), ma secondo
quanto stabilito dal “Teorema dei Pianeti” debbono anche avere
distanze date dai valori dei raggi vettori ellittici, che
indicheremo.

Nella spiegazione che segue ci riferiremo a Oscar.

Sia il punto di lancio Po=Ap con Ap punto di un osservatore e punto
della circonferenza (Pianeta) e Po (satellite) punto di partenza
del lancio e della parabola: il satellite Pp ha velocita sulla
parabola diversa da quella del punto Ag dell’osservatore sulla
circonferenza.

Infatti 11 punto Pg raggiunta 1’Altezza massima stabilita diventa
punto Px (vedi figura) e viene a coincidere con la nuova
circonferenza di raggio (Rt + Altezza), avendo il corrispettivo
punto Ax sulle circonferenza di partenza (Pianeta Terra); i punti
Px e Ax avranno velocita angolari diverse, questo perché gli angoli
(B) della parabola e (o) della circonferenza, non hanno la stessa
velocita angolare come si evidenzia analizzando la Parabola
Parametrica tipo (p-y), che indica il rapporto esistente tra i due
angoli (GEOMETRIA PARAMETRICA CAP.V Pag.o6):


https://it.wikipedia.org/wiki/Giorno_siderale
https://it.wikipedia.org/wiki/Secondo
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cosq = =0Fs ; (B3 =90°+ 2p3) che vale
. 2
cosq = 312098383 _ ) 314769846 a = 35,43538886 + 90° = 125,4353888;

2
e indica rispetto alla circonferenza di partenza, le coordinate di

Ag:
{RT cosa = 6378,099 - cos125,4353888 = — 3697,923107
R sina = 6378,099 - sin 125,4353888 = 5196,682744

Aterza Sateilte 145) a0 | N ROSSO continuo Parabola & Tangente. BLU Cerchio (TERRA]
[Destanza minima Pyn\‘ =1450 . massima Dh;._‘ =142086 ‘-b

8=12542 M oy Ao L -
Velosa o r~\ =714 come punto di raggic l,,f‘.

® MO velocka o A =791 came punto 4i raggio A_J..
[ Corcete besee | ENsse in forma canoaka traccista in perd & tratti
120001 Elsse di semi assi g>m: g=14206 158 m=1450
Move B con (=) o {Alt + « ) | oul raggl C-E soro le.arsfanze P, A
Distanze A P = 2399.342 = C-EM = 2399.342 ~
Par Altezze moito grandi: Zoom detla figura,

) B0 D AIT0 1 e0I0

~ Distanze A)p,, = 3! Elisse

b

N
\

\

I nuovi punti Py (satellite)e Ax (osservatore) ora appartenenti
alle due circonferenze hanno diverse velocita angolare con Py
velocita del satellite (in Oscar 7,14), indicato tramite
l"altezza, e Ax velocita (7.91) dell’osservatore sulla Terra,
proprie delle due circonferenze: da questi punti in poi correranno
sulle due circonferenze con diverse velocita angolari.

VEDI 1’'applet della AP110 CAP.XI TRAIETTORIA DI UN SATELLITE la
quale fornisce i1 dati numerici del satellite Oscar, o degli altri
satelliti gquando caricati al posto di Oscar.

Poiché siamo in presenza del moto di due circonferenze, la
rotazione della Terra in blu e del satellite Oscar (o altro
satellite) in nero, con velocita angolari diverse, possiamo allora
applicare “I1 Teorema dei Pianeti” per cui le distanze tra i due
punti Px e Ay sono distanze di ellisse e sono riportate dal punto
in rosso Ell=Py-Ax e tracciate come in figura su conica di semiassi
(R3+Rr) > (R3-R7) .

I1 Teorema dei Pianeti indica le distanze dell’ellisse data dalle
distanze Px—-Ax ma dice anche che la traiettoria (curva) Ellisse non

esiste.
Ak kA Kk kK Kk k) Kkkk*%x

Abbiamo indicato i valori dei satelliti in orbita come fossero
stati posti in posizione secondo una traiettoria Parabolica, ma
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avremmo potuto calcolarli tramite una traiettoria Iperbolica, come

mostriamo qui in figura:

| a=61° ,//I

q=d | ’
™ =.4 naxll | l Cancela Tracca | o /,
! /
1 ?W
: s CICLOIDE DI VAG (dal Fuoco)
[ togenda ! it IPERB.EQUIL. (q = m)
: S IPERBOLE (q # m)
! A FuFuoca=(0, 0)
: L Raggeo Planetas1.66
1 N
. ’
¥
1 / .
y /[ FP. =767
2 /
( 1 £ A,
o A o Pianeta \
A £ & y
Vool o & '
4B.8F/ '|
Ve A
Ve
AN Aq
/M
/'/ 1~
/ I
/S I o2 eyl
Vs |
/ 1

Applet: AP111 CAP.XI IPERBOLE FUOCO

M.Vaglieco
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CONCLUSIONE: se tutti i pianeti ruotano secondo moti circolari

ed uno rispetto all’altro con distanze ellittiche, TALE LEGGE
varra per tutti i Satelliti, sia rispetto al proprio Pianeta che
rispetto al Sole o a qualunque altra stella.

Come infatti abbiamo visto nel CAP.III: MOTO DI RIVOLUZIONE e
CAP.V: LEGGI DEL MOTO DEI PIANETI

A) «I Pianeti ruotano secondo proprie Orbite Circolari e tutti,
uno rispetto all’altro, con distanze Ellittiche».

Queste distanze ellittiche oltre che essere dimostrate dal
“Teorema dei Pianeti”, sono indicate dal moto della “Cicloide
Ellittica” (vedi avanti “CICLOIDI”, punto A) Fig.2).

B) Lo spostamento da un sistema all’altro avviene con una curva
data dalla loro velocita ma con traiettoria indicata dalla
“CICLOIDE DI VAG”» (vedi avanti).
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CAP.XIT PARABOLA DEL MOTO TRAMITE UNA SUA TANGENTE O ALZO

Come visto nel CAP.XI TRAIETTORIA PARABOLICA DI UN SATELITE questi
e lanciato perpendicolarmente alla tangente in un punto di
partenza della circonferenza del Pianeta e il suo moto finale sara
ancora circolare con centro nel centro del pianeta stesso.

Ma un satellite pudo essere anche lanciato da un punto del pianeta
con una direzione e verso non perpendicolare ma tangente nel punto
con un angolo gqualungque detto ALZO.

La sua traiettoria finale sara ancora una circonferenza, come
stabilisce la legge del moto, ma il suo centro non coincidera piu
con i1l centro del Pianeta (tranne nel caso di un ALZO di 45°) ma
coincidera con il fuoco della traiettoria (nel nostro esempio
della Parabola) e le distanze delle circonferenze date dal Pianeta
e dal moto del satellite essendo decentrate avranno valore
ellittico, come stabilito dalla Legge del Moto e dimostrato dal
“TEOREMA DEI PIANETI”.

Nel caso di un ALZO di 45° il punto fuoco della parabola e il
centro del pianeta coincidono, nello stesso modo di un lancio
perpendicolare.

Come dalla figura sotto AP120 CAP.XII MOTO TRAMITE ALZO O TAN

p= 30* = -
@ 17| Dati. Parabola tipo (p+x).
o |
AltezzaFAT = 1827
s — - = >
X »‘Tr.::h'lk;-via Satellite
! [ R =17.29
\CA: _~ 2 c D FOP:
Alzoj_..--"'

sia una circonferenza di centro C (in nero) e raggio CA=Rr e sia p
angolo (alzo) di una retta in A(0,y)=(0,Rr) e tale retta sia anche
la tangente in A ad una parabola; A € punto comune alle due
figure. Inizieremo usando la tangente relativa ad una Parabola del
tipo:

(p +x) oppure ——— ;  ly* =p®+2px]

spostata del valore CF secondo figura, parabola vista in CAP.IX
“"RIDEFINIZIONE DELLA PARABOLA”, con CFA=( angolo della parabola al
Fuoco, p=parametro e il valore della tangente:



file:///C:/Users/Max%20Vag/Documents/MIO%20LIBRO%202022/LIBRO%20MIO%202022%20PROGRAM/ELENCO%20ALFABETICO%20NEW/AP120%20CAP.XII%20MOTO%20TRAMITE%20ALZO%20ELL.ggb

dx vy seng

2 2 2 2 2

y°—p® y“—y“tanp® y  2tanp
2 — p2 2 ; = = j—m = — = =t 2
YOS Pt Aepx; X 2p 2ytanp x 1—tanp? tanf = tan2p

I1 punto A(0,Rr) e anche punto della parabola, e il suo valore
v (A)=Rr e anche valore dell’ordinata di A nella parabola e ci
permette di calcolare la 1] ottenendo il valore FP=p=parametro
della parabola:

FP=p=ytan (p)= Rrtan (p)
Se y(A) & 1l'ordinata di A nella parabola cerchiamone 1’ascissa
rispetto al punto F. Come punto della parabola (p+x) abbiamo i
valori A=(CF,Rr) e dalla relazione angolo CFA=B=2p noto p:

R R R R
tanf=—- =—1 - =—T_ allora x(A)=CF=—_
CF tang tan2p tan2p
R
quindi A=(-————R;) con x(A)=CF negativo perché a
tan2p
sinistra di C, origine del riferimento, di cui la figura, ed in
questo il Fuoco avra coordinate F(—t ; ,0] il che ci permette di
an2p

scrivere 1'Eg. della parabola indicata nella nostra applet (in
Magenta a tratti):

Lcos,b’+x(l:):x
1-cosp , : :
O per punti: y° =p°+2p(x+CF)

p .
—SN p =
1-cosp p=y
Tale parabola, con B conteggiata in F, € la stessa parabola di
partenza, ma con il fuoco spostato dall’origine per il nuovo
valore di (CF).
In funzione del valore della variabile p (alzo) della tangente in

A, possiamo ottenere qualunque altra parabola.

Nel CAP.X precedente, abbiamo visto come una parabola si possa
trasformare in una circonferenza: cerchiamo dunque la parabola ch
dia la circonferenza passante per un dato punto T (AT= Altezza).
Sia FT = FE = Rs (raggio della circonferenza in rosso per T)
essendo E punto della parabola e della nuova circonferenza del
satellite: abbiamo anche visto nel CAP.X, che se la variabile «
diviene oi=costante la parabola diventa una circonferenza.
Cerchiamo o1

[ R :RS] = coswl:ﬂ dove R=FV=FP/2=p/2
cosa, R,

possiamo ora scrivere 1l’equazione parametrica della parabola
rappresentante anche una circonferenza

9 Geometria Parametrica Cap.III BIS Pag. 4
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p/2 cosf=X= p/2 (1-2cosa)+CF = Ry(1-2cosa) + CF

cosa, cosa,

P2 G poy=PI2 [iZw/COSa(l—COSa)]Z Rs [i 2./C0$a(1—COSa)]
cosa, cosa,

rappresentante il moto del satellite di raggio Rs passante per T,
1-cospf ) co11
> i

di centro in F (in Rosso pieno nella figura con cosa =

moto € circolare, ma le distanze dei suoi punti dalla
circonferenza di centro in C e raggio CA=Rr sono ellittiche,
prescrive la Legge del Moto. L’ellisse virtuale, cioe le sue
distanze ellittiche, possono essere visualizzate con centro in F,
fuoco della parabola, con asse-minore o asse-maggiore sull’ascissa
(vedi figura).

Applicando i1 “TEOREMA DEI PIANETI” troviamo le distanze
ellittiche date dalla figura con CPg=m=semiasse-minore e CAp=g=semi
asse-maggiore; da cui le equazioni

x = CP, cosa = m cosa . ox2 y?
y = CAs sina = qsina € ¢ punti ot e

come

Curva { =1 (NERO a tratti)

Per 1'ALZO a 45° indichiamo la figura:

come si vede il

= L} Dati. Parabola tipo (p+x)

AlozzakAT =1 ;.1,7’

Tragttona Satelite

punti sulle circonferenze
M.Vaglieco

VAI SOMMARIO

[¥]

fuoco della
parabola coincide
con il centro del
riferimento alle
stesse condizioni
dell’Alzo a 90°,
che abbiamo visto
precedentemente:
pertanto il
satellite ruota
secondo una
circonferenza di
raggio CAp=CPg.

In questo caso le
ellissi sono date

dalla differenza di

velocita, tra due

(distanza AE della figura).
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CAP.XIII CICLOIDI

Racconta Vitruvio, Architetto dell’antica Roma, nella sua opera
“De Architettura”, che a quei tempi a Roma si affittavano per il
trasporto di merci o persone, Carri, trainati da animali da soma,
muniti di un congegno, che consisteva in un meccanismo che ad ogni
tanti giri della ruota lasciava cadere, in un opportuno
recipiente, un sassetto, contando i quali, si poteva sapere, dai
giri delle ruote, quanta strada era stata fatta e per quanto tempo
gli animali avevano potuto riposare: insomma un sistema che si usa
ancora oggi, quando prendiamo un taxi.

Un millennio piu tardi, qualcuno, ispirato dal numero di giri che
la ruota faceva rotolando sul terreno (senza slittare!!), penso
che per poterne contare i giri, sulla ruota si sarebbe dovuto
segnare un Punto di arrivo-partenza.

Propose, allora, la soluzione dell’interessante problema di
tracciare la traiettoria del Punto indicato.

La soluzione di tale problema rimase come definizione delle curve
ottenute con il nome di CICLOIDI: tant’ée che ancora oggi nel
definire la curva, come risultato di un punto segnato su una
ruota, spesso si aggiunge la precisazione “senza slittare” a
retaggio del carro che procedeva dietro le some che potevano
sporcare facendo scivolare la ruota.

Diamo invece la definizione geometrica della Cicloide:

«Un punto che ruota secondo una circonferenza il cui centro migra
secondo una determinata figura, descrive una curva detta
CICLOIDE».

(Piu in generale si pud sostituire la circonferenza con una
ellisse.)

La prima figura che viene in mente € la molla: essa e data dalla
traiettoria di un punto che ruota secondo una circonferenza mentre
il suo centro migra secondo la perpendicolare ad essa.

Data la definizione possiamo riunire tutte le cicloidi in una
unica formula algebrica, in un riferimento cartesiano e in forma
parametrica:

OA cosf8 =R cosa + C,
{OA sinf = R sina + C,

dove OA e la distanza del punto A dal cento del riferimento, R e
raggio della circonferenza, o 1l’angolo della circonferenza e i
valori Cx e Cy sono 1 valori delle coordinate dei punti della
figura in cui il centro della circonferenza emigra.

Per fare un paragone con la letteratura prendiamo come esempio la
cicloide regolare, dove la ruota viene fatta rotolare per un
distanza Ra cioe di una distanza pari al perimetro della
circonferenza. Volendo procedere con la formula indicata avremo
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che il centro della circonferenza si muovera per Cx =Ra e Cy=0
quindi:
(x = Rcosa + Ra, y = Rsina + 0)

affinche 1’immagine che si ottiene coincida con quella della
letteratura il punto di partenza sulla circonferenza deve
iniziare:

{OA cos 3 = R cos(90° + a) + Ra

OA sin B = Rsin(90° + a) + 0 (concavita verso 1l’alto)

OA cos 3 = Rsin(180° + a) + Ra N :
{ (concavita verso il basso);

OA sinf3 = Rcos(180° + o) + 0
e da aggiungere che se la percorrenza del centro del cerchio € un
valore (d) qualunque diverso da Ra, avremo una cicloide allungata
o0 accorciata, per un valore superiore o inferiore.

A) Se poniamo Cx =(Rm)cosa e Cy=0 la curva diventa una ellisse.

a=8 a=111"

- . . Possiamo anche tracciare la
:ﬂ _ fenml ) tegenda ellisse (di semi-assi a>b)
CICLOIDE ELLISSE (centro emigra per OCx4) costruita come cicloide,

o ponendo R=b e il centro della

G circonferenza che emigra per
,/' L 2 & Cx =(a-b)cosa e Cy=0.

O W 2 4 {;Eﬂum 2 4 Vedi applet (Geogebra.org)

! Fig.2

B) Per la cicloide data da una circonferenza il cuil centro migra

=1 pubel i
—e. 3| o
" IPO-EPICICLOIDE
- Cancota Ticzs | GOBSER/r=4

< &

Le circonferenze trattegglate su cul
| cerin migrano, hanno nspettvamentes
raggo (R+r) @ (R-r}. Lo circonfererae

di centro IFO ¢ EPI hanno raggio=r

secondo una circonferenza abbiamo i tracciati della Ipocicloide ed
Epicicloide a seconda che la circonferenza ruoti in senso orario o
antiorario.


https://www.geogebra.org/m/ygyntkv7

C) La serie cicloide su ellisse traccia una traiettoria
che puo essere una circonferenza o una ellisse:
g= 85 t= 15

* -

(in nero)

SERIE CICLOIDE SU ELLISSE

Ellissi verticali e orizzontali, al variare di r =B-Cir.

Per g>m & facendo r=(qmy2=15 ai cttiene || cerchio di taggio
R=(q+m}i2=5 di Perimetro uguale al Perimetro dell ellisse,
(Dalla cornspondenza data dal “Teorema del Pianet”)

Abbiamo indicato le cicloidi come traiettoria di un punto di

circonferenza il cui centro emigra su una retta, una circonferenza
o una ellisse, ma il punto pud essere punto di una ellisse anziché
di una circonferenza; come nel caso piu generale della astronomia

in cui si parla di Deferente e Epiciclo (traiettoria in rosso):

R b b 2 dh dh 9b Ib b b b b S S S S SR dh Ib I b b b S S S S 2h dh b b b b b b S I S dh dh g Y

P=101

=81
- 160 »
& : m, = 47
- : *
¥ 80 4 q;= 113
Semiassi "'ﬁs

Deferente (Planata) = q,; m,
Epkiclo {Satefite) = g, m,

M.Vaglieco

VAI SOMMARIO
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CAP.XIV CICLOIDI DI VAG O FUNZIONI CIRCOLARI CONTINUE

Esiste anche un altro tipo di cicloide, la Cicloide di Vag, di cui
diamo la definizione:
La Curva tracciata da un Punto che ruota secondo una
circonferenza, con centro fisso, ma il cui raggio varia in
lunghezza, in funzione dell’angolo al centro.

(Ogni Curva regolare data da una Funzione continua, in un
determinato intervallo, puo essere Iinterpretata e tracciata come
una “Cicloide di Vag”).

Ne mostriamo la parabola con il fuoco nell’origine, aperta a

destra del tipo y%? =2px+p? utilizzando 1’equazione parametrica di
questa:

cosf=x= (1-2cosa)
co}s?a Colg a cosff = (1—2cosa)
oS =y o (£2y/cosa (1 — cos a))

Se un punto ruota secondo una circonferenza mentre il raggio di
questa aumenta la sua lunghezza si ottiene una PARABOLA di
parametro p=2R, con il fuoco nell’origine e R= Fuoco-Vertice: come
da figura 3.

T -

R=2 a = 65° -
- Y2 | Cancella Traccla ] - - i
— - - -
l -
;\/ILegenda Parabola CICLOIDE DI VAG: Parabola
e 10 < a
Eq. Parametrica (in Nero trattini) Parametro p=2R; FuocoVertice=R
R -
f) = x (1 dcos -
-.m_’..‘lco:( d cos(n) ' 2cosie)) i
R a -
sl ) =y « 2/ coslen)] cas{a )] o -
cosliv) coslon) P
Cicloide di Vag {(in Roaso a punti) 5 -
1« arccos(l — 2cos{a)) 6 *
R - o
Y Yeos(n)’ 7’
7’
4y
o
7
7
/ 2
/
! "-\'
& 1]
o
‘ -4 1 -2 o ) & 8 10 12 14 10 18
nice ru nel ntenr n
Fig.3

Applet GEOGEBRA Fig.3 (Clicca qui)

Non solo la parabola ma anche le altre coniche possono essere
tracciate come cicloidi di Vag, in quanto funzioni continue.


http://www.geometriaparametrica.it/GeoGebra?file=8%20CAPVIIIBis%20Cicloide%20di%20Vag-Parab
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Nella Fig.2 abbiamo una circonferenza il cui centro e fisso, ma

a5

|
® e Cancesa s | CICLOIDE DI VAG — ELLISSE

FIGURA CHIUSA - R = q /1 - e'sin’(a)

ora il suo raggio CA aumenta
in lunghezza proprio come una
Cicloide di Vag; avremo come
risultato sempre una ellisse
ma data dal moto di un punto
su una circonferenza il cui
raggio aumenta di lunghezza:
vedi GEOGEBRA Fig.2 (Clicca
qui)

Analogamente abbiamo una Iperbole e una Iperb. Equilatera data da
una circonferenza di centro nel Fuoco e raggio rispettivamente

Fc=—3 (e-cosa) e FC:L(\E—COSa) come in Figura 5.

Cos o

CoSs o

q=5 1 a=695

T
. .

-

~ UJ Legenda

IPERBOLE (q#m)
IPERB.EQUIL. (q = m)

€
[4

“ -

"
CICLOIDE DI VAG (dal Fuoco) :

b
z oA FC=1243

Applet GEOGEBRA
M.Vaglieco
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Fig.5 (Clicca qui)



http://www.geometriaparametrica.it/GeoGebra?file=8%20CAPVIIIBis%20Cicloide%20di%20Vag-Ellisse
http://www.geometriaparametrica.it/GeoGebra?file=8%20CAPVIIIBis%20Cicloide%20di%20Vag-Ellisse
http://www.geometriaparametrica.it/GeoGebra?file=8%20CAPVIIIBis%20Cicloide%20di%20Vag-Iperb%28FUOCO%29
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RIEPILOGO DELLE CICLOIDI DI VAG
Data una circonferenza di raggio=R e angolo a € (0,2m).

**x***FIGURE CHIUSE

o R=,/q—c?sin?a=gq|Vl—e?sin?a| ELLISSE centro nel riferimento;

. m
assi g>m e angolo ﬁiZ(UTtanE-tana

o R=(q—ccosa) =q(1—ecosa) ELLISSE centro nel fuoco;
i o> lo & = arctan—23n
assi g>m e angolo 0 = 2(cosa—o)
*xFx*x A FTGURE APERTE

La SPIRALE e Cicloide di Vag nel PIANO
La MOLLA a spirale é& Cicloide di Vag nello SPAZIO

cosa CIRCONFERENZA di angolo o: semiretta.

RaiR g db b db db b g b i b g 4

osa PARABOLA centro nel Fuoco; R=p/2 p=parametro

di angolo P=arccos(l-2cosa) .
(Vedi Geometria Parametrica “Parametri” Cap.V Pag.4)

Frrkkxkxkxxkkxxk TPERBOLE con riferimento nel CENTRO

2
R m
o =1 ‘Jl—k(—) (sin@)®> IPERBOLE e IPER. EQIL se m=q.
cosa cosa q
assi g # m e di angolo f§ = arctan:;su1a
svolgendo: Lwll + tan?p = —1_ abbiamo una diversa
cosa cosa cosf
—1__ cosf = 1_—x
cosa cosf3 cosa . ..
IPERBOLE q . q con m implicita
cosa cosf3 Slnﬁ " cosa tanﬂ =Y

Kk kkkkkkkkkkkk TPERBOLE con riferimento nel FUOCO

R

o = —_ (e — cosa) IPERBOLE;
cosa cosa

. . msina
assi g#m di angolo § =arctan———
q(1—ecosa)

R q
) = (VZ-—cosa) IPERBOLE EQUIL. dove e =+2 costante:
cosa cosa

sina

assi g=m e di angolo 5=arctanm

(Vedi Geometria Parametrica “Le Curve” Cap.III)
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CAP.XV LA CICLOIDE DI VAG E LA RELATIVITA’ DI EINSTEIN
Nella sua relazione Einstein spiega che la causa della curvatura
gravitazionale, determinata dalla massa di un corpo, deforma lo
spazio-tempo e attira (o respinge) corpi di massa piu piccola. La
letteratura da 1l’esempio di una “buca”, ottenuta dalla massa di un
corpo posto su un telo steso, che attira corpi di massa piu
piccoli.
E’ implicito che parlare di velocita implica il concetto di
Einstein di spazio-tempo, e le Cicloidi di Vag danno la misura
geometrica di tale tracciato con 1l’ipotesi della deformazione.
Qui ci limitiamo ad indicare la curvatura della parabola, gquale
esempio mediante un applet, che compendia la tesi.
Nel capitolo “CAP.XI TRAIETTORIA PARABOLICA DI UN SATELLITE” la
curva del satellite é ottenuta da due velocita: quella circolare
del punto di appartenenza e quella imposta alla partenza.
Ora invece consideriamo la massa di un corpo (un pianeta) che
viaggia nello spazio ed ha una velocita tangenziale continua
propria, che pud essere disturbata dalla vicinanza di un altro
corpo, disturbo che pud causare una deviazione alla sua
traiettoria o concludersi con un impatto. Cid vuol dire che il
verso della velocita tangenziale della massa piu piccola viene
deviato da quella piu grande, fino a farle assumere una curva
continua secondo il dettame della Cicloide di Vag.
I grafici mostrano che il punto massa, sia che venga risucchiato
sia che venga espulso, in effetti, rispetto alla massa piu grande,
si presenta ad ogni istante come punti(nodi) di circonferenza
della massa piu grande, punti che determinano una curva
parabolica.

IN COSENO a,390° WAENO apeone

7

80
7 20

AP160 CAP.XV RELATIVITA’ DI EINSTEIN.

Nel caso in esame se la velocita tangenziale delle due masse
coincide in uno dei suoi nodi, la massa piu piccola viene cattura
e sara satellite della piu grande alla relativa distanza; se
invece diverse, la massa piu piccola subira una deviazione tanto
piu sensibile quanto piu grande e la differenza di velocita delle
due masse in quel nodo, ed assumera una nuova traiettoria,
parabolica come nel nostro esempio.



file:///C:/Users/Max%20Vag/Documents/MIO%20LIBRO%202022/LIBRO%20MIO%202022%20PROGRAM/ELENCO%20ALFABETICO%20NEW/AP160%20CAP.XV%20%20RELATIVITA%20EINST.ggb

Infatti nell’applet, a seguire,
tale velocita sui nodi delle circonferenze,

diversa e continua, che abbiamo ipotizzato come curve coniche,
conosciamo, ma che possono essere invece diverse.
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1’ esempio mostra che i1l variare di
determina una curva

che

. — - ewssevocom  CICLOIDI DI VAG
m=7 P ®. .
> >4 PARABOLA jverde} (o]
c i T - . . * .
—— Lowestemacs | y rerecie wemeer FUNZioNi Continue Circolari
D Legera BES =SSR g
1' ‘1:\ CIR, = Fupoo
a1 5 22 b 4 0 i & 47 %0 b1 L}

Vedi applet Geogebra.org

M.Vaglieco
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https://www.geogebra.org/m/xpgbnbt6
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APPEND.10 IL TEOREMA DEI PIANETI
Ecco l’enunciato del Teorema dei Pianeti:
«Data una circonferenza, ed un qualunque punto-fisso nello spazio,
che non appartenga alla perpendicolare al centro di tale
circonferenza, la sua distanza dai punti della circonferenza sono
vettori di ellisse, la traiettoria (apparente) di una ellisse e il
punto fisso il suo centro.
Inoltre tale dimostrazione geometrica non € che la soluzione
algebrica di un sistema di primo grado a due incognite, qui
riassunte: dati due valori a e b esistono altri due valori R e r
{R+r=a . {2R=(a+b)

tali che: R—r=bh 2r=(a—Db)

4Rr=(g?-m?) =c?

Dai “TEOREMA DEI PIANETI™ traettoria del punto P variablle rispetto al %&unlo 5(S) fisso

/ SAFqQERer \
\ Semassl g>m N\
N e SP =m=R-t Wi

Ma 1’importanza di questo teorema, €& la corrispondenza biunivoca
tra ellisse e circonferenza e la trasformazione della figura dalla
formula stessa. Infatti da cio che abbiamo visto precedentemente:

p=(0R—MN)=+R2+712—2Rr cosE
facendo E==2(§) e moltiplicando R? e r? per Qwsz(§)+nﬁn2(§)) con

facili passaggi si ottiene

p= OR=HN) = |(R—r)2cos? (3) + R +nysin? ()

e posto (R+r)=a semi-asse maggiore e (R-r)=b semi-asse minore

- E E
p = (OR — MN) = |b%cos? (§> + a?sin? (E)

vale a dire 1 punti MN e OR pur movendosi secondo circonferenza
hanno distanze tra loro di raggi di ellisse: giusta l’affermazione
di Keplero.

La differenza angolare tra E ed E/2 che avviene nella
trasformazione indica la differenza del valore della velocita
angolare tra circonferenza ed ellisse, come indicato dall’analisi.
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Noi osserviamo il moto primario dei punti MN e OR, circolare
rispetto al proprio Centro di Massa, mentre il moto ellittico e
indicato solo dal valore della loro distanza, proprio come €
risolto da Newton, il quale ottenne implicitamente una ellisse

studiando l’interazione tra le Masse.

In altre parole la ellisse non esiste, 1’espressine algebrica non
traccia una trailettoria ma ne indica soltanto la distanza.

Facciamo un esemplio pragmatico:

prendo il sole all’equatore; rispetto al centro della geosfera (la
Terra come sfera) traccio una circonferenza; prendiamo ora il
punto Nord della geosfera (o un punto perpendicolare al piano
dell’equatore nel suo centro), se accetto la teoria di Newton la
mia distanza dal Punto Massa Nord & una circonferenza perché la
mia distanza & costante; in realta la mia traiettoria continua ad
essere quella di prima, cioe una circonferenza all’equatore.
Quando il punto fisso non €& sulla perpendicolare alla
circonferenza, avremo delle distanze ellittiche, ma la sua
traiettoria reale continua ad essere quella circolare
dell’equatore.

COMPLANARITA’ . Tra le tante cose, 11 “TEOREMA DEI PIANETI”, indica
che il punto OR=SOLE non deve essere necessariamente complanare,
né dentro il moto (circonferenza) di MN=Pianeta, né essere nel
Fuoco dell’ellisse.

-3 -» Fig- 4
Per la Fig.4 : AP0O20 APPEND]1 IIL TEOREMA DEI PIANETI

Infatti, un qualungque punto-fisso nello spazio (esempio ORS di
Fig.4) proiettato sul piano di MN, sara giustappunto OR, dentro o
fuori la circonferenza di MN, quindi di valore costante (ORS-
OR)=z=sp, piano su cuil agira il Teorema dei Pianeti (ellisse in
rosso) come abbiamo visto ed ora indicato in Fig.4 e il cui valore
finale dara 1’ ipotenusa:
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p’ = (ORS— MN) = J(OR — MN)2 + (OR — ORS)?2 = /p? + sp?

che rappresenta una ellisse di raggi p incrementati dalla costante

sp (distanza ORS-OR), e di semi-assi a'=./a?+sp? e b' =./b?%+ sp?.

Se b=a=R sul piano di MN avrd una circonferenza e nello spazio:
p' = (ORS — MN) = \/R? + sp? raggi di una circonferenza.

Su queste ipotesi poggeranno le Leggi di Newton, che terranno

conto delle distanze e della loro interferenza e non della loro
complanarita.

VAI SOMMARIO
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APPEND.20 PROPRIETA’ DEL TEOREMA DEI PIANETI

“TEOREMA DEI PIANETI” (su Google) vediamo alcune delle

proprieta che si evincono dal Teorema.

1.

La corrispondenza biunivoca tra Circonferenza ed Ellisse e
viceversa.

(nella circonferenza) = Sole-Pianeta (nell’ellisse).

. Aree uguali sull’Ellisse sono spazzate nello stesso tempo;

infatti l1l’area dell’ellisse data dall’integrale dei wvalori
TN b , b 2 2
parametrici e %rE abbiamo allora che %;E==(%——15)E ;

a

b . .
tanE==;tanﬂ1==;tanﬁz; con beta angolo dell’ellisse, vedi
figura, colore verde e marrone.

. L’ area spazzata dal vettore raggio R, in un determinato

tempo, cioe la Velocita Areale della Circonferenza, e due
volte quella dell’Ellisse relativa (come dettato dalla
dinamica) .

. I valori del vettore SP (nella prima figura) sono compresi

tra la distanza minima (perielio) e la distanza massima
(afelio) con riferimento al Sole.

. Velocita Angolare doppia sulla circonferenza rispetto alla

velocita angolare sull’ellisse.

. I1 perimetro del quadrante della circonferenza di raggio R

(prima figura), € uguale al perimetro del quadrante della
Ellisse (per R=(g+m)/2), risolvendo 1’esempio empirico:

«Se prendo un anello (di metallo e di raggio R) e lo stringo

su due poli, 1’7anello si allarga assumendo la forma di una
ellisse e piu stringo piu si allarga e notiamo che 1’area

originale della circonferenza tende a zero se continuiamo a

stringere, mentre 1l suo perimetro rimane sempre uguale a
quello dell’anello inizialex.

(come vedremo in “APPEND 7 IL VALORE GEOMETRICODELL’ INTEGRALE
ELITTICO")

VAI SOMMARIO
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. Un semplice calcolo dimostra che le distanze tra Sole-Pianeta
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APPEND.25 DISTANZA DI DUE PUNTI!O

Dati due punti
B(X: Yor ) € A(X;Y;a,) della

retta (p come da figura, e
la distanza del punto B da A
avremo:

AB = OAcos(p —a,) —OBcos(p — ) =
— (OAcosar, —OBCOs ) COS p +

+ (OAsena, —OBsena,) senp =
=(X—X,)C0s p+ (Y —Y,)senp

ABcos p = OAcosa, —OBcosa, = X
ABsin p = OAsin &, —OBsin a, =Y

tan —i
a P X

L’ espressione ora vista dara
un valore positivo o
negativo a seconda se
facciamo

Y=o oppure (%, —X)i(Y - y); tanp =07

X=X, Xy — X

(X=%): (Y= ¥,); tanp =

Facendo:

AB” = X?+Y? =(Rcosa, —rcosa,)? + (Rsin a, —rsin )’ =
=R?*+r?-2Rr(cosa, cosa, +sin &, sin a,) = R* +r* — 2Rr cos(a, —a,) =
=R*+r?—2Rrcosa per |o|=(a,—a,) (velocita angolare)

quadrando e svolgendo l’ultima espressione si ottiene il segmento
di ellisse:
—2 o .,
AB" =(R-r)?cos’* =+ (R+r)*sin* =
2 2
per (R-r)=mM=asse min.; (R+r)=g=asse mag. e tm1p::%¢an%.

Se ao=0 (cioe punto B sull’ascissa), allora
AB= OA cos (p-ax)—- OB cos(p) .

VAI SOMMARIO

10 Geometria parametrica, “La Retta”, Cap.II pag.10, “Traslazione e
Rotazione”, Cap.VI pag.12-13 M.Vaglieco
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APPEND.30 AREA DEL SETTORE DELL'ELLISSE
o . 2
¥ I )sia S(@z=jydx 1"area OCAA’.
0

A La funzione S (x) deve essere tale

poiché e S(x):%xy+areasettore OAA' e

0 " 1"arco
A’ e tale che il suo coseno vale
X
arccos —
Areasettore OAA' q

S

: X
Fig.1 — avremo
V4
2

e quindi S(@_;%xﬂquz—x2+g§ammos§ espressione che derivata e
q 7 q

semplificata dara la Funzione primitiva:

X —_
S(x )—m q— q arccos— = OCAA'

2 2 q

che per x = g cosa; y = m sena diventa:

S(x) =OCA+OAA'= %(cos asena +arccoscos )

. gm gma’z _gm .
da cui: S(X) o = -arccoscosa === =7aR (a in rad)

IIO) INTEGRALE DI VAG. In modo piu rigoroso possiamo

calcolare 1'integrale (per parti) delle uguaglianze parametriche
X=(C0Sa; Yy=msena; Yy'=mcosa

S(X)ocar = J.qcosam(COSO()dO(quJ.COSZ ada= qmj%(1+ cos2a)da =

[da cos 2 da} (a senZaj gm  gcosa msena
=qgm —+I—=qm =——a+

2 2 2 4 2 2
cos(2a) = cos®(a) —sin?(a); cos? =+ (1+cos2a);
2 o
N 1 1’ultimo membro
2a=t =—dt jﬁdt :—sent_z sen2a

dell’espre331one S e 1l’area OCA per cuil avremo in radianti 1’area

mg

S(X)OAA:: 2 a (Esempi numerici piu avanti)
Come si vede l'area dell'Ellisse dipende dall'angolo a legato

all'Ellisse dalla relazione: tanﬂ::mmana

M.Vaglieco VAI SOMMARIO
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APPEND.40 AREA ELLISSE E CORONA CIRCOLARE

Essendo 1’angolo o in radianti, da cio che abbiamo visto l'area di
un settore dell'Ellisse e':

S = am arccos(cos ) = @a
2 2
dove per«a :% S = %% area quadrante Ellisse

Se sostituiamo g = R + r e m =R - r(sistema algebrico in cui dati
due valori R e r ha soluzione per 2R=g+m e 2r=g-m), l'area del
settore dell'Ellisse sara:

m R? —r?
S:=EL—a==——————a
2
Poiché a e' 1l'angolo delle circonferenze R ed r (Cap. V° ELLISSE-

: >
S

Fig. 2

&

-
N

Geometria Parametrica su Google), quest'ultima formula oltre che a
rappresentare l'area di un settore dell'Ellisse rappresenta anche
l'area di un settore della corona circolare di ampiezza (R-r) di
uguale valore:

L'area di un settore di Ellisse di angolo g e' uguale all'area

di un settore di corona circolare di angolo a corrispondente a f
mediante la formula «a = arctan(ﬂ tan ) .
m

Possiamo anche aggiungere che 1’area di un settore di Ellisse e
proporzionale all’angolo che forma 1’area del settore della corona
, S S, S, gm R*-r? ,
circolare —=—=—=—=———=C¢Co0stante. Si tenga presente che
a o a, 2 2
1’angolo dell’area del settore dell’Ellisse va preso iniziando da
zero, cioé dall’asse delle ascisse con movimento antiorario.

VAI SOMMARIO
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APPEND.50 PROPRIETA’ DELLE AREE DELL’ELLISSE

Il valore in radianti che compare nella formula dell’Area =%?::aR

in Astronomia e indicata come Anomalia Eccentrica (E=a). Nella

Fig.5 1l'Area:
OSm sinE _ mq

S'SX = S'OX — SOX = 2L — = : (E—%sinE).

L'ultima espressione della formula e chiamata Anomalia Media ed
indicata con M.

R - S L’ espressione hA::GE—EEignE) determina 1’area
q

i di un qualunque settore di ellisse; infatti

L X ogni punto dell’ellisse e determinato

) dall’angolo parametrico E mentre la posizione
° 8 //S' del punto S lungo 1l’ascissa ne determina
1"area (vedi Fig.b).

Fig. 5 per OS =0 avremo S, :%E area0S' X0
per OS <q avremo S, :%(E—%sina areaSS'XS
q
mq : oy
per OS =q awemosxzif(E—mnE)amaSXS

Dato 11 rapporto %?ze potremo scrivere per qualsivoglia area

s, =M E_¢gsinE)y="9Mm .
2 2

VAT SOMMARIO
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APPEND. 60 LUNGHEZZA DELL’ARCO D’'ELLISSE RETTIFICAZIONE

Calcoliamo 1’integrale ellittico con valori parametrici:

siano 1 generici assi q?ﬂn di una ellisse con m sull’ascissa:

OAcos f=x=mcosa =(R —r)cos
p=+m?cos? a+q°sin? a _’B e ( )_ “ tanﬁzlzﬂtana;
OAsin p=y=qsina=(R+r)sin« X m
f'xzﬂd_a:qCQSQ—l_ :—ﬂ 1 ; ﬁz—msina;
da dx —msin m tan o da

ds
e con la formula di rettificazione a—=(J1+(fo) si ottiene:
X

2 2 2 2 2

cosa : m?sena +q° cos? a :

ds=| |1+ - 3B d4o(-msina) = \/ . qz (-msina) |da
m sena m?sen’a

ds

a—<=Jnﬁsen%x+q2cosza che sviluppata in sino scrive la
a

Formula di rettificazione rappresentante l1l'Integrale ellittico di

s
23 specie nella sua forma classica: S=qI;V1—ezﬁn2ada

OSSERVAZIONE: Se fossimo partiti con 1’ellisse avente 1’asse-
maggiore q sull’ ascissa:

- OAcos f=x=qcosa =(R+r)cosa
p=4/9% cos? a+m?sin? _ﬂ q¢0 (R+1) _
OAsin f=y=msina=(R-r)sin«
e . . ds
e con la stessa rettificazione vista: Er—z\ﬂfsaﬁa44ﬂ2anza
(94

T
che sviluppata in cosa diventa S:qI;V1—ezuB2ada: equivalente alla

precedente per S:qIle—ezdn2®O°+a)da cioé ruotato di 90° (asse

minore sull’ascissa).

Valore geometrico dell’integrale ellittico: ricordiamo che

dalla Geometria Parametrica - CAP.III “LE CURVE” sappiamo che
ﬁz(q—ccosa)zq(l—ecosa) e ﬂ:(q+ccosa)=q(1+ecosa)

e FA=(q—csina) =q@l—esina) e F'A=(g+csin «)=q@l+esin «)

dove FA e F’A sono la distanza di un punto A di ellisse dai due

FUOCHI dell’ellisse, la cui somma e:

.EK+J?/\=2q e il loro prodotto e giusto:
FAxF'A=qg?(@—e?cos?«a) (oppure FAxF'A=q2(1—e?sin2a))

che riconduce il tutto a s=quV1—e2uBZada'c> S:qIEV1—ezﬁn2ada

VAI SOMMARIO
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APPEND.70 IL VALORE GEOMETRICO DELL'INTEGRALE ELLITTICO
Cerchiamo il perimetro dell’ellisse geometricamente, prendendo in
considerazione quanto detto nel Capitolo visto precedentemente
APPEND.2 PROPRIETA DEL TEOREMA DEI PIANETI con l’esempio empirico
indicato al punto 7 (comprimendo una circonferenza si ha una
ellisse).

Dalla corrispondenza tra ellisse e relativa circonferenza data dal
“Teorema dei Pianeti” (vedi su Google pdf o Geo) possiamo
sintetizzare il sistema di primo grado a due incognite:

{(R+r)_q — {ZR_(R+r)+(R r)=(q+m) URr = (7 —m?) = ¢ 1)
(R=r)=m 2r=(R+r)—(R-r)=(gq—m)

c=distanza Focale, R e r raggi di circonferenza e g>m semi assi
dell’ellisse corrispondente coma abbiamo in Fig.9b.

OD=0F=R= (g+m) /2
BD=FH=r=(g-m) /2

OH= (R+r)=g=Asse Maggiore
OB= (R-r)=m=Asse Minore

Si osservi che per R
costante (= un anello
compresso) il Perimetro
dovra essere sempre

2Rn= (gx+my) o

CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA CIRC. ED ELLISSE si forma cosl una famiglia

di ellissi di uguale
Eerimetro.

Comprimendo la circonferenza ai poli, al cerchio di raggio R corrispondera una serie
di ellissi con la somma degli assi costante:

2R=(q+m)=[(q+pn)+(m-p)] perpe(0m)

(g + n)=asse maggiore;  (m - pu)=asse minore

2R = Theolg +ul+[m—ul = (g +m) ecn {¢70 ML (i)

Dall’applet: AP070 PERIMETRO ELLISSE E CERCHIO ricaviamo il
grafico a seguire e analizziamolo.



file:///C:/Users/Max%20Vag/Documents/MIO%20LIBRO%202022/LIBRO%20MIO%202022%20PROGRAM/ELENCO%20ALFABETICO%20NEW/AP070%20CAP.VII%20PERIMETRO%20ELLISSI%20E%20CERCHIO.ggb

59

Dalla 1l’ellisse (in ROSSO) di partenza, di assi (g=53 e m=37) si
ottiene la circonferenza di raggio (g+m)=2R (in NERO) che stretta
ai poli descrive le ellissi indicate (in rosso a tratti).

Ad un Punto A della ellisse in rosso, di angolo p, esiste nella
circonferenza il corrispettivo punto Ac di angolo o (in nero),

legate da13nﬁ==%¢ana; ma nelle ellissi date dallo schiacciamento,

ai suoi vari punti A di angolo (f), corrisponde sempre lo stesso
punto Ac di angolo (o) eguale e costante per tutti i punti
corrispondenti su ciascuna ellissi; giusto a mostrare la
corrispondenza che esiste tra tutte le ellissi e la circonferenza,
data dalla formula

Ay _ _(m—p)
A_x = tan(B) = CET) tan(a)

dove H€ (0,m) ¢ 1’incremento; e al variare del rapporto la tan(a)
rimane costante ma varia tan(f) (vedi applet).

Se invece muoviamo il punto A sull’arco dell’ellisse, anche il
punto Ac si muovera, coincidendo con A solo per B=0 o B=90°;il che
vuol dire che gli archi intermedi non sono uguali.

Per p=m allo schiacciamento totale, si ha il risultato di
2R=(g+u) + (m-pu)=(g+m)+(0) e nell’applet il valore 2R=(53+37)+(0)=90
guindi R=45.
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Ora invece dal Capitolo visto: PROPRIETA del “TEOREMA DEI PIANETI”
al punto 1], dove stabilisce la corrispondenza tra ellisse e
circonferenza, abbiamo uguali il perimetro dei rispettivi
quadranti per:

r7_Q+m) 7
2 2 2

avendo tutte le ellissi il valore del perimetro della
circonferenza.

Ma vediamo quali sono i1 valori degli archi corrispondenti
dall’ applet:

AP071 ARCO ELLISSE E CERCHIO

Q=53

ARCO SETTORE Ellisse= 70.686
PERIMETRO Ellisse » 282,743

m=37

PERIM. GEO = 284.982
. ARCO HA =58.225 .
[ ] tegenda formute ELLISSE p = \/(53)* cos?(a) + (37)° sin(a) = 38.11

Muovere A con:
Mouse(intesn} e frecce (decimall)

a=76.077

[ 2eom+ | { zoom- |

Nel primo quadrante, per 1l’esempio empirico mostrato, i vari archi
determinati dal punto A dell’ellisse sono corrispondenti agli
archi del punto Ac sulla circonferenza, ma diversi in valore ed
uguali solo, come visto per R=0 e R=90°.

I1 rapporto che lega 1l’angolo B dell’ellisse e 1l'angolo o della

m
circonferenza & dato sempre dalla eguaglianza unlﬂ:=-;tan6Z,

mentre 1’arco dell’ellisse corrispondente all’arco del cerchio,
non eguale per valore, € determinato da una relazione che (per una
ellisse con asse-maggiore q posto sull’ascissa) e dato dalla
formula di rettificazione dell’integrale ellittico:

che possiamo indicare nelle sue varie forme:

2_c2cos?2a Vm?+c?cos?a
HA = va 5 + 5 BR  ¢? =q* —m?
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[\/q2 sin® a + m2cos?a \/mz sin®a + qzcosza]l <
HA = > + 5 Jﬁ

e per il “Teorema dei Pianeti” (R+r)=g e(R-r)=m, anche:

JR+1)2sin2a+ (R —1)2cos?a /(R+1)2cos?2a+ (R —r)%sin’a R
2 2
JR? + 12 —2Rrcos(2a) R? + r2+2RrcosQa)| .
HA = + B
2 2
Riassumiamo!

a) l'area dell'ellisse e' uguale all'area della corona circolare
data dalle due circonferenze;

b) la relazione che lega l'angolo dell'ellissi e delle

R-r

R+r

c) mediante l'angolo o della circonferenza e' possibile calcolare
il perimetro dell'ellisse e il relativo angolo B (o viceversa),
sapendo che il perimetro del quadrante dell'ellissi sono uguali a
quello della circonferenza maggiore, come visto nell’Applet:

[Rsz(msz=[(Q+u)+(m—u)Jz
2 2 )2 2 2 )2

d) gli archi dell’Ellisse e della Circonferenza sono uguali solo

. m
circonferenze e' data da tanf =—tana = tan o

per o=n/2 (per settori), non per valori di archi intermedi.

VAI SOMMARIO
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ESEMPIO4: ARCO DI ELLISSE
Vediamolo con Geogebra nel programma: AP0O71 ARCO ELLISSE E CERCHIO

%35 ARCO SETTORE  Ellisse=40.841 Sia una Ellisse di assi
PERIMETRO Ellisse =163.363 _ . _
m= 17 nmuﬁon$;4 (@ =35 m = 17) e per
s 2 ARCO HA = 12.441

m . .
[ egencs formue tanﬂ==awana, si voglia

Mucvere A con l'arco di ellisse di angolo:
Mouse(inéri) e frecce + al (dacimal) ﬁ: E (25'9070' 900)
arco AB della figura con

a: € (45°,90°)

17
tan f = tan 25,907 = 30 tan 45° =

\ = 0,485714286

Dobbiamo allora calcolare il
valore dell’arco HA, per

B € (0°,90°) corrispondente ad
a € (45°,90°) che dara

treo HA — ¥3520,5 + 1720,5 N Y1720,5 + 3520,5|25,907°  _ 19441
reo s = 2 2 180°  ©
mentre per: B:€ (0°90°) e a:€ (0°90°) avremo Arco Settore=40,841

L'arco richiestO per f:€(25907°90°) e a:€ (45°90°) sara:
Arco Ellisse ABR=40,841-12,441= 28,400

Raccogliamo:

Angolo Angolo Area El1l. e Arco Arco Circ.

circonferenza Ellisse cor.Circolare Ellisse R= (g+m) /2
o p

0° ——---> 45° 0°---> 25,907 233,65595 12,441 20,4205

45°----> 90° 25,90--> 90° 233,65595 28,400 "

0° —---> 90° 0°----> 90° 467,31191 40,841 40,8410

E’ possibile calcolare 1’arco di una qualungque ellisse utilizzando
il programma precedentemente indicato.

VAI SOMMARIO
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