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CIRCONFERENZA

Sia un qualunque valore reR" ,per un qualunque valore di di un

angolo a

rcosa = X concos’?a+sen“a =1
rsena =y

quadrando e sommando sara r2=x2+y2.
Stante le due condizioni fondamentali di una Eg. di Vag potro
scrivere:

Xcos oo + Ysen a =T
A In un qualungque ordinamento
i cartesiano (ortogonale) r

rappresenta la distanza di un

punto A(x,y) dall’origine con

1"angolo a = B e quindi la

r circonferenza generale con
centro nell’origine:

Xcos B+ Ysen B =7r
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ELLISSE

Siano due qualunque valori m € RT e g € RT per un qualunque angolo a
tale che sia:

cos’a+cos’a, =1 cioé cos’a+sen‘a=1
Si imponga:
gqcosa = X Mg Cos @ = MX
{msen a=y {mq sena = qy

k quadrando e sommando:

m’g® =m°x*+9°y®* eqg. che fornisce i
punti di una ellisse essendo:

4
¥
A mg = mxcosa + qysena Eq.di Vag
f//ff##fpr_ 5 - Se x ed y rappresentano le
o ® coordinate di un punto A in un
qualunque ordinamento cartesiano

(ortogonale) avro che:

Xcos B+ yYysen B = ‘&\‘

e’ 1l’equazione di Vag del punto A,
OAcos f=X=(Cosx
pertanto: —
OAseng =y =msena

— | 2 .
‘04 = ‘\/q2 cos’ o + mzsenza‘ =q \/cosz a +m—zsen2a = q‘w/(l—ezsenza)‘
q

Allora: Xcos B + Ysen B =

Jq2 cos® o + m° sen” a‘
rappresenta ancora una Ellisse mediante la sua distanza dall’origine
O. Sara:

m
tan f = —tana =J1-e’ tana
q

Vediamo le equazioni polari dell'Ellisse:

——2
OA" =q’cos’ a + m?sen’a =q* cos’ @ + m? —m? cos® & = (q° —m?)cos’ @ + m®
ma (q°-m?)=e’q?

1] OA’ —e?q?cos? @=m> OA” (1—e?cos? f)=m>
2

— m

OA OA= m

T (1—¢?cos? ) J(1—e?cos? B)
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2~2

2] dalla equazione per punti della ellisse nﬁxziq2y2:n1q

sostituendo X:(TA\COS,B e y:(ﬁsinﬂ si avra

OA2 (m?cos? B+q%sin? B) = m?q? OA= m
JmZcos? B+q’sin’ B
dove per + Ellisse e per - Iperbole
ELLISSE:
—2 . _ mzqz
OA" (m?®cos’B +q°sin? ) = m?*q° OA" =
( pa 2 d (m? cos®B +q* —q° cos® )
L 2 L 2 02
OA = — OA=——"—o  con &=
1-e“cos” g J1-e?cos? g q
IPERBOLE:
—2 . _ mzqz
OA" (m? cos’S—q°sin® B) =m?q® OA" =
( F-a A a (m? cos’f —q° +q° cos® )
- 2 - 2 2
oAl—__ M OA____m con o2 =M *4

~1+e’cos® Je?cos? -1 o
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ELLISSE (FUOCO)

Allorquando di una Ellisse si volesse le coordinate non rispetto ad
un riferimento O(centro dell’Ellisse) ma rispetto ad un punto F:

OACOsB =(cosa

&
b OAsenp = msena.
i A da cuil abbiamo:
/ij;?"\ . FA cos 5 = OA cos f — OF = ¢ cos a.— OF = X
FT O F w o _
\E// FAsend = OAsenf = msena =y
! ans_ msina
gcosa—OF

Come sempre nel ricavare 0 bisogna tener presente i1 segni del
NUMERATORE e del DENOMINATORE,affinché il valore dell’angolo cada
nel giusto QUADRANTE.

FA’ =2 cos? @ + m2sen?a + OF - 20Fqcosa =

*)

= (92 —m?)cos? a+m? + OF  — 20Fqcosa

I1 valore OF rappresenta in generale il valore dello spostamento del
riferimento cartesiano da O a F, ma pud assumere particolare
significato.
-2
Se tra i tanti valori che OF pud assumere abbiamo OF =C2=q2——m2
allora c=Distanza-Focale; F=Fuoco dell’Ellisse e il rapporto
¢/q = e = Eccentricita ;
—_—2
e la *) diventa: FA" =c?cos’a+q° —2cqcosa = (q—ccosa)’
coso —C
(1—ec03a)c056:q—=005a—e
FA=(g-ccosa)=q(l—ecosa) q

(1—ecosa)sin Szmsin o
a

m/q sina _V1-e’sina

Da cui: tand=——sina e sSiNd=
g(cosa —e) l-ecosa l-ecosa
cosa@—C Ccosa—e Cosod+e
COSé':q = e anche coSo=—— 1)
g-ccosa l-ecosa 1+ecoso

che sostituita in FA mi ritorna la Eg. Polare Classica della Ellisse
o 1— g2 m2/q? m?2
con Origine nel Fuoco: FA= ( ) = /q =
1+ecoso 1+ecosd ((l+ecoso)

Indichiamo 1’equazione dal Fuoco per punti:
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X=(qcosa—cC [(Xx+Cc)m=mqgcosa
{ d {( ) f L m?q? =2y’ +mP(x+¢)%; y =2 g7 —(x+c)? ; conA =0
y = msena. yq = mgsena. q
Indichiamo l'importante equazione:
2
m
(1-ecosa) (1+ecoss) = (1-e*) =—
C cosa —e Cosd +e
che si dimostra facendo €0S6=——— O COSOL=—""T"7"7"™9—

l-ecosa 1+ecoso
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IPERBOLE

Siano due valori m € Rt e g € RT per un gqualunque angolo a tale che
cosza+cosza1:1 cioé cos’a+sen‘a=1 e possa imporre:

CoOSo = —
x [xcosa=q MX COScr = Mq , ,
guadriamo e sommiamo
msena = yCoSa |MXsena =
tana =~ Y ya
m
I B | m’x* =m?g® +y%q® cioé una iperbole con
: | i vertici sull’asse delle ascisse e
| : X asse di simmetria, ma anche una
I ! Eq. di Vag mMQcosa +qysena = mx
1 =% .
! Anche in questo caso se x ed y
o|AB rappresentano le coordinate di un
VI v ¥ punto A in un gqualunque riferimento
| : cartesiano (ortogonale) la sua
ma |t distanza dall’origine O e’data da
: l OA=xcos 3+ ysen 3
asintoto : : Y\ q |
| | OAcos f=x=—— | — | |gq®+m?sen’«
tanf=+ 2 . | cosa ‘OA‘:
o | — cos’ o
OAsenf=y=mtana
mtana m
tanB:X: =—sena
q q
Cos a
q> +m?sen’a
Allora 1'Eq. di Vag: XCoS S +ysenf = >
Cos™ o

e’ ancora una Iperbole data dalla distanza di ogni suo punto dal

centro O, in un riferimento cartesiano (ortogonale).
. . ~ {a=90 . m
S1i osservi che per valori 270 la tangente avra tanP=+—
o= q

(valore
minimo di £ ) che e’ 1’angolo degli asintoti.

0

o= )

Per { 1800&avmfy=0ex==iq per cui i vertici saranno (gq,0) e (-9,0).
a:
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IPERBOLE EQUILATERA

Per g=m 1' equazione m’x*=m’g°+y’q’ diventa °x*=q*+y’q® cioeé

2 2 2 2 2 2
X — y = q X" = q + y che essendo un quadrato avremo
XCOSa = q q
) qcosa+Yyseno =X dove X=—— e y=(Qtana
xsina =y cosa

che vale una IPERB. EQUILATERA con Eg. di Vag:

xcos f+ ysenpf = \/

q2(1 + sen’ a)

C052 o

I valori degli asintoti dell’Iperbole sono: -

o |3
IA

tan B S-m
q

che ora diventano per 1’Iperb. Equil: —-1<tanf <1 avente per asse di
simmetria un asse coordinato.

Nel CAPVI - ROTAZIONE E TRASLAZIONE Pag. 8,9 vedremo come ruotando
la Iperbole x*—y’=q@® di 45° in senso antiorario si ottiene 1'Iperbole
Equilatera tipo Xy:q? che ha (CAPXIII - L'EQUAZIONE DI VAG E GLI
tan2p y= 29>
2 tan2p

ANGOLI AL CENTRO Pag.2) coordinate X=

con P

angolo al centro.

FUNZIONI IPERBOLICHE

Dall'Iperbole Equilatera si ricavano le funzioni Iperboliche:
t -t t -t t —t
. € —€ e +¢€ € —¢€
sinht=——— cosht = —— tanht = ——
2 2 e +e
Vediamo quali relazioni esistono tra gqueste Funzioni e 1 Parametri
utilizzati nella nostra definizione.

gsinht=y=qtana Le Funzioni Iperboliche si equivalgono ai
q Parametri utilizzati nella nostra equazione
qcoﬁn::x: dell' IPERBOLE EQUILATERA.
COSox
tanht :X:tanﬂ:sina
X
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IPERBOLE(FUOCO)

l ¥ N OF = distanza focale
| PR
| OF =c?=q’+m?
|
| : OAcosB:L
| . cosa
| : OAsinB=mtana
e 8, avremo
0, F X (— _ q
FAcoso =0Acos f—c= —C
: cosa
: FAsin 6 =OAsin g = sin o
: CoOs
| - .
msin msin
' tan o = sho s & 1]

q-ccoso.  g(l—ecosa)

Procediamo come per 1’'Ellisse:

2 2
ﬁzz(ij +cz—2( q Cj—i—( m sina} =
cos a cosa cos o

=[q2 +q° cos® a+m? cos® o —2qc cos o +m? —m? cos® oc]

1 J—
cos? o

! =[cz+q2c052—2qcc05a] 12=(q0030c—c)2 1

:[q2+qzcoszoc—2qc0030c+m2] - .
cos’ o cos cos’ o

FA =q(coso.—e)

cosa q

Sviluppiamo tand da 1] e ricaviamo cosd considerando che:

sin o = FAsin § = —2
cos o, cos o

C T
(e =—= eccentnutaj

(cosa—e)sin &

sin 5 q(L—ecosa)=msin a cos & = q(cos a — e)sin 5 cos &
Prendendo il primo e terzo membro abbiamo:
l-ecosa

cosa—e
Nell’ IPERBOLE EQUILATERA abbiamo m=qg per cui

sin 1—\/§c03a
_—; SO =——————

COSa—\/E

(L—ecosa)=(cosa —e)cos 5 cosd =

c q
c=+20Q; e:—=\/§; FA= COSa—\/E ; tano =
a q COSa( ) COSa—\/E
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IPERBOLI (CON ASINTOTI LE RETTE X=Q E Y=M)

2.3

cos (t)

6 a: 31 §t§628

y:m

2.3 2
X =

b: cos (t) 0<t<§ps
y = 3.1 sin(t)

LB 1'0
9
-4
-6

Per valori di o compresi tra 0° e 90°.

C)_ACOSﬂ =X= —q yxco3a _ yq m 1
R - Corsna { Xsena = Xm ()" =(@y)"+ Gan)” - tan 5 g tana
OAsenff=y=—— y
Sena
qg° m* 1 1 1
1:“;;4'y2 ) rn2q2 :lﬂZXZ_quyz Iperbole avente per asintoti le

rette q ed m nella parte rappresentante il primo quadrante.

YN q
OAcosff=Xx=—— mXCcosa = gm
b: cosa X\ =(mx Y — (gm)
> et P = —am
OAsenff =y =msena
tanﬂ:msinaCOSa:msmza
q q 2
y° . 9" . 1 1 1
l="—=+— | 5 5="F551t—53 Iperbole con asintoti le rette g ed m
m X qy m-q Yy X

nel primo quadrante e compresa tra la retta y=m e 1’asse positivo
della ascissa.
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PARABOLA CON ORIGINE NEL FUOCO

Sia un valore p € R;, si scriva 1’Eq. di Vag di tutti i punti P(x,y)
che abbiano distanza dall’origine:
a)OP =xcosPB+ysenp=(pxy) (+aperta versol alto;-aperta versoil basso)

b)@ =XxcosP+ysenf=(p+x) (+aperta versodestra;-aperta verso sinistra)
(pxy)cosp =x
(pty)senf =y

sviluppiamo il quadrato: X2=i2py+p2 eg. che rappresenta una parabola

(pEy)’ =x"+y’

per la a) si avra: {

con il Fuoco nell’Origine. Dalla Eqgq. di Vag a) si abbia:

P
+ =V + = . =
(pxy)senf=y; y(l+senp) = psenf;y 1Trsenﬂsenﬂ
. psen/f Y
: +y)=(p+ =
faceiamo: () (p_lisenﬂ) (1Trsen,8)
. . P
’ . = = +
Da cui 1'Eg. di Vag: XCos S+ ysen 1Fsen (pxy)
p
. . y 1¥senp enp
ed 1 valori relativi: 0
:1$sen,[)’ 0s/f
Per la b) sara analogamente: XCOSS+ ysenﬂ=$=(pix)
p P

Le espressioni: DU e PE———
P 1+ cosp 1¥senp

se con orientamento dell’asse x opposto, sono le eg.polari della
parabola, che meglio risolvono 1’Eg. di Vag poiche’ conservano la
caratteristica dell’eqg. parametriche in quanto in funzione
dell’angolo f. In seguito vedremo come e possibile avere 1’Eq. di
Vag di una Parabola mediante valori parametrici dedotti da una
circonferenza.
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RIASSUNTO
I valori delle coordinate (x,y) saranno (—-g = +w) (+-§ = —o):

S<p+y)=ﬁ
sen aperta in alto
yZ_E -p/2;

er
P 2

<(p-y) = ——— /\
1+ senpf ,
aperta 1n basso tp/2
/

N 'O

b
2
per y < +—E \
2
/f
Pcprm =P e
—cosp aperta a destra
per x > _E \Qifl
2 -
2 1+ cospf .
aperta a sinistra +pr2
p
er x < 4+ =
P 5 ’/////
Mentre i valori delle distanze: -
Peprx) Lsipry

2
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RIASSUNTO CAPITOLO

Dall’ Eg. Di Vag xcosp+ysenf=d che e’ tale se:

dcosf=x ld| = /x* + y?

dsenf=y cos’ B+sen* =1
e se tali condizioni non sussistono essa e’ una Eguaglianza.
Pertanto:

a) P = costante retta di angolo B
b) B = variabile
1) d = costante circonferenza
2) d = Jq2 cos’ a + m’ sen’ a Ellisse
2 2 2
+ m° sen” a
3) d = Jq > Iperbole
cos” a
4) d = (piy):—ill—— Parabola
1¥senp

(aperta: in alto; in basso)

5) d =(pxX)=— Parabola

(aperta: a destra; a sinistra)
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IL COEFFICENTE ANGOLARE

Sappiamo che il coefficiente angolare della tangente in un punto a
una curva e dato dalla sua derivata.
In particolare nell’Eg. di Vag esso & dato come rapporto di una
funzione implicita.
Infatti poiché nell’Eg. di Vag le coordinate di ogni punto sono
generalmente date da una funzione che ha per variabile un angolo del
tipo:

{X=f(a1)

y=9(a,)
con a1 e oz valori degli angoli Parametrici (nelle figure viste
abbiamo trattato questi valori con la condizione COSZOQ—FCOSZCQ =1

semplificato in Cosch-+sﬁ120&:=1)

Ora il valore del loro rapporto incrementale & dato da:

dy
do, dy da
tanp=—-2 I R
dx  dx da,
do,
, dy do, . , ,
L’ espressione tanp:zrkj puo rappresentare 11 valore di una tangente
X dot,
ma gquello che noi indichiamo come coefficiente angolare, nella
d
letteratura corrente, e tanp=ax.
X

dy

L’ espressione tanp=z;- rappresenta l1’angolo di una tangente con
X

(o}
. . . 1
1’asse dell’ascissa in un punto di una curva solo se ——=1 e questo
a
2

avviene solo quando vi & una qualunque relazione che leghi le
variabili o1 e oz, tale che il valore di una possa essere cambiato con
l"altra.

Con la condizione coszal+cosza2=1 (e quindi COSa, =Sena,) la
possibilita di questo scambio sussiste e le coordinate x e y sono
espresse mediante uno degli angoli a1 (oppure a2) e pertanto si avra
dy dyde dove do,

che x=f (o) y=g(o1) per cui tanp=—=— —=1.
i) ymgRdn per eut M T 0y T dx da do,

Diversamente risolviamo questo problema ponendo la relazione tipica
dell’Eg. di Vag C082a1+0052a2=i1 con 0<d<2 (e evidente che per d
uguale a 0 oppure a 2 si hanno due punti);comunque avremo sempre

) ) . doy, do, dy .
cos“a,=d —cos“ o, per cui —— diventa — e tanp=—= risulta essere il
o, da, dx

coefficiente angolare della tangente.
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Se non posso porre la condizione cos’ ocl+COS2 o,=d dovrod cercare qual’

e la relazione tra o1 e a2. Per fare un esempio la relazione potrebbe
essere Q=201 € in una Eg. di Vag si avrebbe:

x=f(o,)=cosa,
y=9g(a,)=cosa, =g(a,)=C0s 20,

dx
— =-sena,
. o o
dove c€0s2q, =(cos’ a, —sin®a,) quindi: ; '
W _ (cos® a,, —sin? a)'= —4cos a,sena,
do,

dy do, 4sena, cosa,
dx da, seno.,

tanp = =4cosa, .

Ponendo invece c0s’ o, +C0s° o, =1 e COSa, =Sena, avrei ottenuto

ay
tanp:d_y:&:d_y:: CO-SOL1 - _ 1 .
dz dx dx -sina, tana,
do,

d sen
tanp = d—y 4 _>%
dx do, sena,
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TANGENTI (DERIVATE)

Circonferenza
=0Asen — =0Acos
y B T p
_ dx _
x=0Acos f — =-0Asenp
dg
9X='[anp=— !
dx tan g
Ellisse:
dy
y=msena —=MCOSc
da
X
X=(qCosa —=—-Qsenua
da
2
dx g tana  q° tan
Iperbole:
y=mtiana 9!= rz
da cos‘ a
w4 dx _ gsena
cosa da cos’a
2
d_y:tanp:mi:m_z 1
ax q sena q° tan g
Parabola 1°) (p+y) aperta in alto:
Y=Lsenﬂ d_y_pcosﬂ(]_senﬂ)vazsenﬂcosﬁ
l — sen S dpg (I — sen p)
X:Lcosﬂ d_X:—Psenﬂ(]—senﬂ)+]jcosﬁcosﬁ
l — sen f dp (I — sen )
dy _ cos fB _ X

dx l — sen f je)
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Parabola 2°) (p-y) aperta in basso:
_ P
)= 1 + sen B sen P
X = ————B————cos B
1+ sen B
dy = pcos B(l+ senP) - psenPcosP _ = cos P _
dx —-psen B(1 + sen B) — pcos P cos B 1+ sen B

Parabola 1lb) (ptx) aperta a destra:

_ b
y_1—cos[3

p
X = 0s
1-cosf P
dy _ pcosp(-cosp)—psenpsinf} _1-cosf _p
dx —psenp(l—cosP)—pcosPsen  senP y

senp

Parabola 2b) (p-x) aperta a sinistra:

p

Y T Ticosp ot P
X = ————il———-cos B
1+ cos B
dy = I +cosB _ p
dx sen B y

Pag.

X
P

16
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CASO DELLA PARABOLA CON VERTICE NELL’ORIGINE

Anche se in questo contesto e usata 1’Eg. di Vag della Parabola con

il fuoco nell’Origine, € importante accennare alle caratteristiche

della parabola con il vertice nell’origine,la cuil equazione generale

sappiamo essere:

y2=2px dove p e il parametro della parabola e x 1l’asse di
simmetria della stessa.

I1 modo piu semplice per scrivere questa Parabola mediante una Eqg.

di Vag e:

VA  =x? +y2 =x? +2px

‘w/x2 +2px‘cosﬂ:x
Y ‘,/x2+2px ‘senﬂzy

A

N\l’

—y I1 valore KZpXﬂ ¢& sempre positivo,

quindi x e p dovranno avere sempre
lo stesso segno(infatti la Parabola
presenterebbe la concavita invertita

:
1
1
1
1
1
1
1
:
0=V !
i
1
1
1
1
1
1

X
verso 1 valori negativi di x).
I doppi valori di y sono dati dai valori di 0°< B <90° e 270°< B
<360° nel caso in figura con apertura verso destra e da 90°< B <180°
e 180°< B £270° nel caso della concavita invertita.

Risolviamo con l’equazione di Vag 1’ espressione vista sopra:

2

‘ x2+2p><‘ cos® f=x’ X cos® B +2pxcos’ B=x’ x*sin® f=2pxcos® X:tzfﬁ
an

OAcos 3 = 25 =X

tan® g
— X . 2p
OAsin f=——-sSiNnf=——=

P cos 3 d tan B g

oA -| [ 20 " [2p ZZJ(Zp)%(zp)Ztanzﬂ |20 1| _|2pcosp]
tan’ g tan tan* tan® B cos B| | sin?p |

Qualora la Parabola fosse data da x?=2py le concavita sarebbero verso
1'alto e verso 11 basso con le stesse modalita di sviluppo viste
nella dimostrazione sopra:
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2
sin® g=y? y?sin? g+ 2pysin? f=y* y?cos® B=2pysin’ g y=2ptan’ g

\\/yz +2py

CTAcosﬂ:Zptan,B:x
OAsin S =2ptan? =y

2psin A
cos? 3 |

2ptan |
cos \_

‘w _ ‘\/(Zptanﬂ)z +(2ptan2/3)2 :‘\/sz tanzﬁ(l—tanzﬂ)‘ =

Nella parabola y?=2px, con il Vertice nell’Origine e da osservare che
la retta di angolo B e valore Tan B = 2 € la retta che contiene gli
estremi delle ordinate dei Fuochi di tutte le parabole i cui vertici
coincidono (vedi figura sotto).Infatti se la distanza tra vertice e

fuoco e X=>§, il valore dell’Ordinata risulta essere Y= 2p§<:p; per
cui: l:tanﬂ=2 e per 1/p2+lo—2 =£\/§ sara cosﬂzi senﬂzi [=63,434949
X 4 2 J5 J5
Tang 5 =z
A i
i ;
1
1
: Frn:
! 1
I : prr :
I : !
= | !
V=0 B ! ! ! .
/ p"fz FT p}rz F'r'r p[:f”z Frn 37

e per la parabola x?=2py (concavita alto e basso) la distanza Vertice

Fuoco e y=>§ quindi x=p per cui

lztanﬂzl e per p2+p—2=£\/§ sara cosﬁ:i sen,B:i [=26,565051
2 4 2 J5 NG ’
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RIDEFINIZIONE DELLA PARABOLA

Nella Geometria Parametrica in un riferimento cartesiano
(ortogonale), 11 luogo geometrico dei punti che distano dall'origine

+
la somma algebrica di una costante p(pé;f% ) ed una coordinata di
tali punti, cioce:

U?iiy) (aperta verso +1'alto, —-in basso; y asse di simmetria)

G?iii) (aperta verso t+destra, -sinistra; x asse di simmetria)

da luogo ad una curva chiamata Parabola e 1'Origine & detto Fuoco,
se 11 campo di variabilita di tali coordinate e:

P P
(=gi+00)  oppure  (+5;—0)

Dove p=Parametro della Parabola e p/2=distanza del Vertice della
Parabola dal Fuoco (Origine).

Valori Parametrici:
(ptax)cosf=x
(pxz)sinf =y

da cuil 1'Equazione per punti della parabola con il Fuoco nell'
Origine:

(p£2) =2+ 3

y? = p’ £ 2px
Eg. Polare della Parabola:
(pEtax)cosf=x = $=Lcosﬂ: (_;.'}:I::t:)zL
1 Fcosf ' 1 Fcosf
Eg. Parametrica con Fuoco nell' Origine:
OAcosff =x = =E—=cosg
O‘—lz(pix):L {O_l . B _1:F '3.
1 F cos 3 . smﬂ—y——‘”—l;mﬁsmﬂ

Eg. Parametrica con il Vertice nell' Origine:

Oﬁcosﬁ:a::t?i‘?—ﬂ
Oﬁsinﬁzyzfﬁj
_ 2pcosf %‘f—i 2px
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