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IL PUNTO NELLO SPAZIO

b4

Fig.1l

Sappiamo che &’:XCOSO{l+yCOSOtZ+ZCOSOJ3 e' un Eg. di Vag in quanto

OPcosq, = X a, =907, OPseny, = X
1a) JOPcosa, =y se Ja,=90-7, OPseny, =y
OPcosa, =z a, =90-7, OPseny, = z

2 2 2 2 2 2
COS" a; +COS o, +COS" @, =SeN” y, +sen” y, +sen” y, =1
—_—2
OP =x*+y*+7°
Siano Py, Py, P, proiezioni di P suil piani coordinati:

O_szxlﬁ2 ~2% =XC0s B, +ysen f,

1b) O_F’y =\/@2 —x% =ycos B, +zsen g, Eg.di Vag sui piani coord
OP, =/OP" —y? =z¢0s f3, +Xsen f3,

OP, cos 3, = X O_PyCOSﬁZ =y [OPcosp, =z
OPsenp =y O_Pysenﬂ’2 =z |OP,;senp; =X

OP cosf3, =OP seng, OP,cosB,=0P,sen,  OP, cos 3, =OP, sen 3,
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Dalla figura si vede anche che:

OPsena, = OPcos y, = OP, , , , , , ,
el _ _ sen’q, + sen’a, + sen’a, = cos? y, +Cos? y, +C0s% y, =2
1c) JOPsena, =OPcosy, =OP,  Ug. dove { _

— _ 20P" =OP, +OP,” +OP,"
OPsena, =OPcosy, =0P,

cioe la somma dei quadrati delle proiezioni sui piani ortogonali e
uguale a due volte il quadrato del segmento;

Inoltre 20P" = OP,OPsena, + OP, OPsena, +OP,OPsena,
20P =OP, sena, + OP, sena, +OP, sena,  (Uguag.)

. . N VA X
e sostituendo OP di 1lc) con la) dove e (OP= = Y

cosa, COSa COSa,

ztana, =OP, =/x? +y?
si avra: xtana, =0P, =/y? + z° **Ug.)

ytana, =OP, =+/z? + x?

Per le condizioni viste in 1la),1lb),1c), possiamo scrivere:

OPcosa, = x =0P, cos 8, = OPsena, cos f3,
2a) {OPcosa, = y =OP, sen 8, = OPsena, sen f3,

OPcosa, = 2

OPcosa, = X
2b) (ﬁcosoz2 =y :O_Pycosﬂ2 :@sena1 Ccos f3,

OPcosa, =z =0P, sen 8, = OPsena, sen f,

OPcosa, = x =0P, sen 3, = OPsena, sen 3,
2c) {OPcosa, =y

OPcosa, = z = OP, cos 8, = OPsena, cos /3,

2a) 2b) 2c) non sono che le trasformazioni da eg. Parametriche ad
eq. Polari.
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Sviluppando opportunamente le uguaglianze la),1b),1lc) tra le altre
considerazioni abbiamo le seguenti:

OP, Op,  OF

tango, = = =

X OPR.cosp OPseng,
OP, seng, 1 tanp,
OP, cos S, cos 5, cos B, COs 3,

OP, cosfB, 1 1

oppure = =
OP,senp, senp, senpB, tangp,seng,
tan g, 1

e |tan B tan B, tan B, =1

da cui la relazione: =
cosf, tanf.seng,

tan

tana, = b
cos 3,
tan 1

oltre {tana,= Py COS /3, C0S /3, COS 3, =

Ccos 3, tang, tana, tan o,
tan

tana, = Ay
Cos f3,

Riducendo la 2a),2b),2c) abbiamo:

COS ¢, = Sena, Cos 3,
dalla 2a) cosa, = sena;senp; che sviluppata come Eg. di Vag:
COS, = COS 4

1=(sin a, cos B;) cos e, + (Sin o, Sin ;) cosa, + COS o, COS

1-cos® a; =sin? a, =sin a,(cos B, cosa, +sin B, cosa, )

: : cosa

3a) sina, =c0s B, cosa, +sin S cosa, tanﬂlzlz 2

X COoSa,

E analogamente

: : Z cosa
3b) sina, =cosf,cosa, +sin B,cosc,  tan B, =—= !
y cosa,

: . X cosa

3c) sSina, =SC0s,CoSey;, +Sin B, coscxr, tan B, =—= L

Z Ccosa,

————— La condizione cos®a; +C0s°a, +C0s° @, =1 da noi indicata pud
essere convertita alla forma usuale della letteratura uguagliando
COSa, = Sena, Cos 3,
cosa, =sena,senf; da cui la somma dei quadrati =1.
COSa, = COS 5

Tale conversione e vantaggiosa in alcune applet che non prevedono
tre angoli ma solo due.-—-----
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ESEMPIT
I) Sfruttando le formule viste €& possibile determinare un punto

P (x0, Yo, z0) dando alcuni dei valori che abbiamo analizzato.In
questo esempio sono date le tre proiezioni OPy,0Py,0P, che abbiamo
-2 -2
— \/OPX+OPy+OPZ2

OP = 2 i1l cui valore e vero solo se

visto dare:

OP,<OP; OP,<OP; OP,<OP

Nel caso che una delle proiezioni fosse uguale o maggiore di OP,le
tre proiezioni non sono le proiezioni di uno stesso punto:quindi
una delle tre & errata.Abbiamo visto:

sino, =—=

C?If cosa, =1-sin” a, OPcosa, =7,
da la) Sinal:O:FZ e qcoso, =l-sina, 4, 1p) {OPcosa, =X,

oP cosa, =41-sin’ a, OPcosa, = Y,

sina, =—=

OoP

con il che resta determinato il punto P (Xo, Yo, Zo;01,02,03) .

I1) Sono Date le due proiezioni OPx e OPy e 1’angolo PB1 (vedi
Fig.l)tra OPx e 1l’asse delle x. Faremo:
OP, cosP, =X, OP, cosP, =,
. e poi — .
OP, sinB; =Y, OP, sinB, =z,

Noti (xo,VYo,Zo) €& possibile determinare OP e i coseni direttori
e quindi la posizione esatta di P.

ITI) DISTANZA DI DUE PUNTI. Siano i punti A e B:

OAcosa, =a, OBcose, = b,
OAcosa, =a, OBcose, =b,
OAcosa, = a, OBcose, =b,

Dalla loro distanza per punti abbiamo
AB” =(a,—b,)? +(a, —b,)? +(a, —b,)’= OA” +OB’ —2.0A-OBcosS

Dove COSO =COSq, COS&, +COSQ, COSE, +COSar, COSe; € 1’angolo tra OA e OB
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IV°®) dalla Eg. di Vag di un punto:

OAcosa;, = X OA _
— i cosa, = X

CoSa, =Y possiamo scrivere 6ﬂ2@0§ cos? )=y +72°
o a, + o)=Y +
OAcosa, =2 i i

e poiché cos®a,+cos® @, =1—cos’ a =sin®a, =c0s*(0—¢q,) possiamo scrivere

OAcos ¢, = X

—_— . il cuil significato e dato dalla Fig.2:
OAsin o, =4/y* +2° d d

z il segmento OA, =AA ¢ la

proiezione di OA sul piano

e **Ug) Pag.?2 sapplamo che tale
LT s proiezione
NIEE ;
T ‘ Jy:+2° O
e A tang, = A Ay

z0Y.

Ay coordinato ZOY e come visto in

¥ Tutti i segmentl in questione sono
contenuti nel piano per 1l’asse x e
OA: la retta OAy, € l’intersezione
del piano indicato con il piano



