IV. LEQ. DI VAG MEDIANTE EQ. POLARE



“LA GEOMETRIA CON L’'EQ. PARAMETRICA DI VAG”
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Essendo nella Eg. di Vag il valore ‘63‘ (dall'origine

ad un punto, ed in generale tra punto e punto) un valore assoluto,
non ha nessuna importanza di come esso sia ricavato ed ottenuto.

Pertanto si vuol far vedere, che tale valore e' valido anche se
calcolato con una equazione polare.

ELLISSE

a A)Posto il polo nel centro
dell'Ellisse e preso come asse

polare l'asse maggiore orientato
s IR verso destra:

2 _AA? 2
1-e®cos’P
B) Posto invece il polo nel Fuoco a destra (punto F):

m2
g(1 + e cos 0)
Si ricordi (Cap.III-Le Curve-Ellisse(Fuoco)-pag.3) che se il punto F
non ¢ il fuoco 1'Eg. Polare assume l’espressione:

2 .2

p=FA= 1 ° . &
g(d+—cosd)
q

p:ﬁ:

IPERBOLE

A) Posto il polo nel centro
dell'Iperbole e preso come asse polare

l'asse trasverso orientato a destra:
15 7 B 2
— — > m
F o] p2 = OA =

1 — e’ cos’ B

B) Posto il polo nel fuoco a sinistra:

R m2

g(1 + € cos 0)
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PARABOLA

Posto i1l polo nel fuoco e preso come asse polare 1'asse di
simmetria con orientamento opposto a quello dell'asse x.

A

=2

-
X ‘7\\ F
p

(1 + cos 0O)

Tale formula 1'abbiamo incontrata trattando della parabola.
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ESEMPIO

-2
Che il valore OA dell'Eg. Di Vag valga p? dell'eqg. polare lo
vediamo:

m? =m?sin® o+ m?cos® o +q° cos* o —q° cos’ o

. —_—2
:(qzcoszoc+m23|nzoc)+mzcoszoc—qzcoszoc:OA —(9*> =m?)cos’® a =
2.2 2
c —2 —2 2 m
g Ycos? oo =0A" —e’OA" cos® f; OA" =——F——
1-e“cos” B

2

—0A" —(

Nel caso B) dell'ELLISSE con F=Fuoco abbiamo che:
RN m2
*) p = F =
g(1 + e cos 0)

mentre nel caso dell'Ellisse in cui 1l'origine e' nel Fuoco abbiamo

visto essere ﬁ=(q—CCOSa)=q(l—eCOSa) ( Cap.III).
o 2
Sviluppiamo la *): FA-FeFAcosézzﬂl— 1]
q

ma EZC&M5=(qcmnx—c) (Cap.III) sostituendo FA cos & nella *):

_ c’ m?
FA + e(Qqcos a —¢c) = FA + ccos a — — = —
q q
2 m? - m’ + m’
FA = ¢ + — — Ccos a = q — Ccos a =
q q q
= (g - Ccos a) = q(1 — ecos a)
Pertanto avro':

2

m -
COSO=——C0SO0 = FACOSO =(gCcosa —C) =X
r g(1+ecoso) (qcosa—c)
m? —
send =——=sen o = FAsend =msen o =
p g(1+ecoso) =y

msena m sena
tand = =

QCOSOL—C_ g (cosa—e)
L'Eg. di Vag per esteso di una Ellisse e':
2
m
g(1 + e cos 0)
dove il primo membro e' come equazione polare.
Si osservi che da send(qcosa—c)=cosdmsena considerando 6=90° (cioé FA

= ((l —ecos a) = (Qcos @ — C)cos 0 + Msen asen O

perpendicolare all’asse x) si ha COSa=—=€ cioce i valori di cos

o e l’eccentricita dell’ellisse coincidono.

Dal fatto che ﬁ=q(1—eCOSoc)per8=90° si avra che
2

ﬁ=q(1—e2):m7
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0 si vede che anche a

Per & = = 0 ed FA avra il wvalore
FA=(q-c)=q(l-e)

Analogamente per 1’ IPERBOLE caso B)
Polare ed Eg. di Vag:

- 2

FA = __m q@l—ecosa)
g(1+ecosd)

si avra eguaglianza tra eq

2 2 2
Per & = 90° cosd = 0 avremo FA=—= g

2
—qle? -1
q q dfe* 1)

msin o .
Dalla tand=——— si ha
q(l—ecosa)

sin 3q(l—ecosa)=msin acosd che per §=90
. 1
cosd=0 dara coso=-—

(1" inverso del valore della ELLISSE)
e
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EQ. POLARE DELLE CURVE NOTE

Dai dati in figura accanto si voglia
il luogo geometrico dei punti dati dal

4 A 34 0'X
rapporto —— =1ane (g costante e
¢ OM
compreso tra 0°<g<90°). Da un punto X
B’ interno alla semiretta di angolo dato

€, e 1l"ascissa 00’ e tracciato un
segmento perpendicolare ad essa che
) determina i punti P ed M.

Dalla figura deduciamo 1’'Eqg. di Vag:

&
£ N . — _
a a o M " OPcose=a+0'Xcosd=0M MP tan .
- P— fes
OPsin g =0'Xsin 6 = MP oM
il che wvuol dire O'X = MP 2]
Pertanto dalla 1]: tan8=L O'X =ataneg + O'Xtanegcosd
a+0'Xcoso
n
O'X = atane 3]
1-tanecoso
In quest’ultima espressione fatto tane=e (eccentricita) cioe

Y

fange=e=— perveniamo all’Eqg. Polare Classica che fornisce i wvalori
a
delle distanze:
ea
O'X= = P 3bis]
1-ecosd 1-ecosd
mentre la sua posizione e data dall’ Eg. Di Vag:

XO'cosS:Lcoséizx
1-ecosd . . .
I1 fatto che il denominatore della 3bis]
XO'sin 5= —Fsin d=y
1-ecosd
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abbia segno negativo anziché positivo come nella Eg.Pol.Class. e
senza rilevanza essendo condizionato dal segno di coseno.
La 3bis] come Eqg.Polare classica rappresenta:

0 < g < 45° e <1 Ellisse
¢ = 45° e =1 Parabola
g > 45° e > 1 Iperbole
€ =0° e=0 Con p#0 una Circonferenza di raggio p in

quanto avviene una trasformazione di
coordinate: OP’ coincide con a e O0’'X con O'M
P Parametro Focale: e in quanto segmento
rappresenta un Valore Assoluto
Sviluppiamo la 3bis]:

, ea asine a
O'X= = = 47
1-ecosd co0se—Senscosd cote—Ccosd
Ccos e
O'X = p _ p _ p 5]
1-ecosd cose—sencscosd l1-—tanecosod
Si osservino i seguenti passaggi: O'X=MP =0Psing che
- a
confrontata con la 4] dara il valore in 1] di: OP =

CoS€ —SiN £€C0S S
Prendiamo in considerazione il segmento OX che formera un angolo y
con l’asse dell’ascissa (come in figura), dando luogo alla Eqg. di
Vag:

- acos
a P OXcosy=0OM=0Pcose= =° =Xy
& COS & —SIn £C0S 6 6]
b — . . asin .
- OXsiny=MX=0'Xsin 6 = - & sind=Y,
pr e COS € —SIin £COS O
7 tany =tanesin &
-7 tan
o F (poiché y < 0 & sempre y<1)
Ay 5 tan &
%) 4 N
Q 2 ot M

Sviluppando i valori di Xy e yv si perviene dopo semplici passaggi:
1
__p 1 v P
1-ecoso e 1-ecosd
La 6] ci dice che la 7] ha coordinate date dalla Eg. Polare Classica
come in 3bis] la cui distanza e moltiplicata per Cote anziché per

-sin & 7]

\

cosd e per send in quanto costruita dal punto O anziché dal punto
0’ , fuoco della figura.

Considerazioni sugli angoli.Poiché abbiamo visto essere O’X=MP per

definizione con 0°< 3 < 180° si deduce che il punto X & sempre
interno alle semirette OP e OM. Infatti se fosse X in P o al disopra

6
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di P i1 triangolo O’PM avrebbe che la sua ipotenusa sarebbe uguale
al cateto MP.

Per 6=90° si ha X=0, cioé una trasformazione di coordinate per cui

MP viene a coincidere con O’P’. Per valori di 90°< 8 < 180° il punto
tornerebbe ad essere compreso nel triangolo OO0O’'P’.

E’ importante notare che, come conseguenza, 1l’angolo y sara compreso
tra 0°< vy < g.

Ricerca degli assi:

a) Per & < 45° tang=e<1 caso Ellisse:
per & = 90° cosd = 0 dalla figura vediamo O’P’ = p e da
2
— = m
questo stesso capitolo sappiamo FA:JTP%=q@—e2}=———=p
q
1- 1[1_62 l-e
b) Per & > 45° tang=e>1 caso Iperbole:
per 6 = 90° cosd = 0 analogamente all’Ellisse avremo:
P P P
q=— m:,Mp:—jr—— e Cc=eq=e—
e’ -1 \e? -1 e -1
c) Per € = 45° tang=e=1 caso Parabola.
per & = 90° cosd = 0 p=a ed & accettato qualunque valore
d) Per ¢ = 0 caso Circonferenza

nella trasformazione delle coordinate p diventa il raggio
mentre deve essere 1/e=cosd

Centratura delle figure. Nel caso si utilizzi come Eg. Polare il
caso 7],cioe le coordinate Xy e Yy,la figura risulta spostata
rispetto all’origine, se si volesse centrarla, bisogna sottrarre

all’ascissa il valore ( J (ma solo per Cerchio, Ellisse;

1-¢?

a
Iperbole). Dalla 7] si ottengono 1 vertici con 6=0 avremo i___ e con
-
a
0=180 —.
l+e

A
X180° ? Xg0°
o v v v
a (Xv— aj} a
l+e I-e 1-e



