XV. PUNTI INTERNI,INSIEMI E L’EQ. DI VAG



“LA GEOMETRIA CON L'’EQ. PARAMETRICA DI VAG.”
Punti Interni Cap.XV Pag. 1

PUNTI INTERNI

Sia 1’espressione generica:
v OAcos f=x=(cosa,
OAsen =y =mcosa,

Alg,m)
per o, e o1 compresi tra 0° e
90°
Se UBZal+uﬁza2:2 allora dovra
essere COS¢, =C0Sa, =1 e quindi
2 m
OA"=qg’+m? e tanf=— (vedi
q
figura)
Per un qualunque altro valore
dato per cos’e,+cC0s’a, <2 le
coordinate x e y daranno punti
=™ X interni al rettangolo gm,
rappresentati comunque dalla
Eg. di Vag:

&Cosﬂl =(CoS

OX'sen B, = mcosa, g cosy

—> m cosa
OX =g°cos’a, +m’cos’a, € tanp =— 2

Mentre X sara un punto esterno al rettangolo gm nei casi:

2 2
——2 m m cosa.
oxX = q2 +— e tan B, =— 1
Cos“ ; COs” a, q cosa,
P~V q* 2 m
OX =——S—+m°cosa, e tan f, = —cos«, cosa,
Cos” o q
——2 5, m? m 1
OX =q°cos" o + —— e tan g, =—

cos’ a, g COSc, COSc,
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GLI INSIEMI

Volendo rappresentare gli Insiemi dei punti contenuti in una delle
figure note (Cerchio, Ellisse, Iperbole, Parabola) e sufficiente
modificare le condizioni poste dalla Eqg. Di Vag ai valori dei

coseni. La condizione C0820¢l+sen2061=0052061+00820!2=1 iniziale va
considerata come un valore compreso tra Of;uBZQf+uBZaZSZ.

Cido significa che se noi diamo alle coordinate due generici valori g
ed m, i punti indicati dalla nostra Equazione di Vag sono i punti
interni a tale rettangolo, che circoscrivera a sua volta la figura

nota per il valore di Cdfcg441£2a2:1. Pertanto i punti dati dai
valori dei coseni O<:uﬁzaq4—uﬁzch <1 sono punti interni alla figura,

mentre per 1SC&¥a¥+uBZaZS2 saranno i punti esterni alla figura ma
compresi nel rettangolo che la circoscrive.

A Nella Figura che vediamo si ha una
Ellisse compresa nel rettangolo (g
X m) per ciascuno dei quattro
quadranti; i quattro quadranti si

otterranno facendo variare il valore
m degli angoli dei coseni direttori da
\\\\\\\\¥ 0° a 360°.

v

q Variando, dunque, il valore del
quadrato dei coseni direttori e
possibile rappresentare i punti
interni alla figura, 1 punti della
figura ed i1 punti esterni alla figura
ma limitati dal rettangolo.

X =(CoSa, . .
Ellisse e Circonferenza con g = m
y=mcosa,
X= g
cos
Iperbole e Iperbole Eg. per g = m
_mcosa,
cos,
x=_¢cosw1 Xz_LCOSal
1¥F cos o, 1¥ cosa,
(p:tx)= (pi:y)= Le quattro Parabole
:_LCOS% y:_LCOSaZ
1¥ cos o, 1¥ cosa,

Si intende che la Eg. di Vag, per ciascuna di esse ée:
OAcos =X
OAsen B =Yy

dove x ed y avranno i relativi valori attribuiti loro.
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ELLISSE

Nelle indicazioni che seguono vogliamo mostrare le equazioni di un
insieme compreso tra due figure note.

Nel disegno che mostriamo si hanno due Ellissi, cerchiamo di
determinare 1’ Insieme compreso tra le due figure. Poiché i punti

A

N
N

v

interni alla Ellisse piu esterna sappiamo potersi ottenere per i

valori di axzar+a52a2<1 dobbiamo cercare il valore del limite
inferiore che & dato dalla figura dell’Ellisse interna.

. . . OX cos f=qcosa, ,
Sia 1’Ellisse piu esterna: con assli g e m
OXsenf=mcosa,

. L OEcos f=q, cosa .
e 1'Ellisse piu interna: con assl gi € mj
OEsen f=m, sena

m, M COS & ma; Cos &
tan f=—tanag = ——=%; tan o = i CB %
o} qcosa, qm, Cos &,
. OX cos g > OEcos B qcosa, > Q; CoSa mq cosa; > M(; COS &
dovra essere = =
OX'sen g > OEsen g mcosa, > m; Sena gmcosa, > qm; sena

quadriamo e sommiamo: (mg)®(cos®ea, +cos®a;) > (Mg, cosa)’ +(gm, sena)®

2
. m.
infine 1>cos®a, +cos’a, > (&COSQ +| —sena | (limite inferiore).
q m

I punti compresi tra questi due limiti sono punti compresi tra le due
figure.

2 2
. X r r
Per m,=q,=r si avra cos’ a, +cos’ a, > (—COSO{ +| —sena
q m
r 2
Per m;=¢;=r e m=q=R si avra mﬁzal+cofch >(—-
R
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IPERBOLE

&

Ip.e=zterna

Ip.Interna
x #.-*"J 1

Analogo e il caso di due Iperboli di assi (m, gq) 1l’esterna e (mi,di)
la interna (vedi figura); pertanto:

q .
OX cos B = Ol cos 3 = Qi
cosa, m cos & m;
mcos tan f=—cosa, m sen tan f=—sena
(24 . a .
OXsenf=—2 a Olsenff = ——— i
cosa, cos«
_m _m ) _qm . _ m q;
tan f=—cosa, = —sena ; cosa, = — —Sena (*); oa=arcsen——cCcosa,
q i m g; qm;
a . G = cosa, > 9 cosa
OX cos B < Ol cos B cosa, COsa q;
OXsen B < Olsenp m m,
cosa, < sena
cosq, Cos

Nel secondo membro di questo sistema, sostituendo cosaz con il valore

di (*) si ottiene llCOSa<mealla stessa espressione del primo membro.
q;

Quindi 1l limite inferiore dipende solo da {F05a1>—ﬂ{m5a}. Pertanto

2
(100505 +cos’ a, | < cos’ @, +cos’ @, <1  sono i limite della Ip. Esterna
Q;

per avere 1 punti compresi tra le due Iperboli.
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PARABOLA

t . P.esterna
.-"'-d-; X
e A
A X Al .
;,: | {1l - P.interna
f;f : III' __.-";.. "JKI
,.-" 1 "-,__,f J-'f”'
! e i I
/ \“‘mlé \"., .-"HB I
f | e .
Vel Vily O
Y Ry
Y .
I"'\ : H\“‘-.k
‘x\: —
™
OVe = -Pr/2 Parabola Esterna
OoVi = -p1/2 Parabola Interna
I:>E
X = cosa,
1-cosa,
Parabola Esterna: P
= E cosa,
1-cosa,
x':Lcosﬂ
1-cosp
Parabola Interna:
1 pl
y'=—————sen
1-cosp p

Se dalla formula della Parabola Esterna ricaviamo x tramite il valore
del cosaon 11 limite inferiore di (cos?a: + cos?az) € implicito nel
fatto che deve essere Ve< X <V;i. Se infatti x non fosse minore di V;
sara x=x', quindi

P. cosa, (1-cos )= p, cos B(1-cose, )

P: cosa,

da cui ricavare senf.
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Possiamo allora risolvere y>y’ vale a dire:

pseng 1-cosa, ’
P. 1-cosp

In gquesta ultima espressione sommando COSZOtl ad entrambi i membri

cos’ a, {

della disequazione si avra il limite inferiore di cos?ou + cos?az
cercato



